Stochastik - Ubungsklausur

Fiir die Klausur sind keinerlei Hilfsmittel wie Skript, Biicher oder Taschenrechner zulissig. Die
Aufgaben sind an Ubungen und Vorlesung orientiert. Fiir Richtigkeit der Losungen besteht keine
Garantie.

Aufgabe 1: Laplace-Verteilung

Sie haben zwei Tetraeder zur Verfiigung, deren Flichen jeweils mit den Augenzahlen 1, 2, 3 und 4 beschriftet
sind. Beide Tetraeder werden geworfen und aus den beiden geworfenen Augenzahlen wird der Absolutbetrag ihrer
Differenz, diesen nennen wir D, ermittelt.D kann also die Werte 0, 1, 2 und 3 annehmen.

a) Geben Sie einen Wahrscheinlichkeitsraum fiir ein geeignetes Laplace-Experiment an und definieren Sie auf
diesem Wahrscheinlichkeitsraum D durch Angabe der Abbildungsvorschrift als Zufallsvariable. Vergessen Sie
nicht zu begriinden, warum es sich bei Ihrem gewihlten Experiment um ein Laplace-Experiment handelt. (5
Punkte)

b) Berechnen Sie die Verteilung von D. Ist D Laplaceverteilt? Begriinden Sie Thre Antwort. (3 Punkte)

c) Berechnen Sie den Erwartungswert von D. (2 Punkte)




Aufgabe 2: Binomial-Verteilung

a) Geben Sie mit Hilfe Bernoulliverteilter Zufallsvariablen Z;, Zs, ... eine Zufallsvariable X an, welche Binom

(n, p)-verteilt ist. Welche Voraussetzungen miissen 7, Zs, ... erfiillen? Was modelliert Binom (n, p) anschaulich?
(3 Punkte)

b) Bestimmen Sie basierend auf X den Maximum-Likelihood-Schiitzer p fiir p.Existiert dieser stets eindeutig?
(5 Punkte)

¢) Berechnen Sie den MSE (mean squared error) von p. Ist p unverzerrt? (2 Punkte)

Aufgabe 3: Geometrische Verteilung

a) Geben Sie die Wahrscheinlichkeitsfunktion zur geometrischen Verteilung mit Parameterpan. Welche Werte
darf p annehmen? (2 Punkte)

b) Was modelliert die geometrische Verteilung mit Parameter p? (1 Punkt)



c) Sie beobachten X, Xo, ..., X,, unabhingig und identisch verteilte ZufallsgréBen, die jeweils eine Geom(p)-
Verteilung besitzen. Bestimmen Sie den Momentenschitzer p fiir p. (3 Punkte)

d) Ist p unverzerrt? (2 Punkte)

e) Ist p konsistent? (2 Punkte)

Aufgabe 4: Exponentialverteilung

Gegeben sei eine Zufallsvariable X ~ FExp(2).

a) Bestimmen Sie den Median und geben Sie den Erwartungswert von X an. Vergleichen Sie die beiden Werte
und erkléren Sie einen eventuell vorhandenen Unterschied zwischen den beiden Ergebnissen. (3 Punkte)



Fiir die weitere Rechnung diirfen Sie ohne Nachweis benutzen, dass eine Zufallsvariable V' ~ Exp(p) die
Varianz Var(V) = p% besitzt. Seien nun X;; € N unabhéngig und identisch Exp(2)-verteilte Zufallsgrofien und

X,L% E?:l Xin € N die zugehorige Folge der Mittelwerte.

b) Bestimmen Sie E(X,,) und Var(X,,). (2 Punkte)

c) Wieist Z, = cos(m x X,,) fiir groBes n approximativ verteilt? (5 Punkte)

Aufgabe 5: Uniforme Verteilung

Gegeben sei eine Zufallsvariable X ~ Unif(—0.5,0.5).

a) Geben Sie die Wahrscheinlichkeitsdichte und die Verteilungsfunktion von X an. (2 Punkte)

b) Geben Sie den Median, den Erwartungswert und die Varianz von X an. (3 Punkte)



Berechnungen im Rahmen von Bankgeschiften ergeben oft Ergebnisse mit gebrochenen Centanteilen, welche
fir Buchungsvorgénge gerundet werden miissen. Zum Beispiel wiirde man einen Betrag von 7,35... Cent auf 7
Cent abrunden und einen Betrag von 15.87... Cent auf 16 Cent aufrunden. Den Rundungsfehler kann man als
uniform-verteilt auf (—0.5,0.5) (eigentlich (—0.5,0.5]) modellieren. Nehmen Sie nun an, dass in einer Bank 106
unabhéingig und identisch Unif(—0.5,0.5)-verteilte Rundungsvorgénge stattfinden.

c¢) Geben Sie mit Hilfe der Ungleichung von Tschebyscheff eine sinnvolle obere Abschiitzung fiir die Wahrschein-
lichkeit an, dass der Absolutbetrag der Summe der Rundungsfehler mindestens 10 Euro (1000 Cent) betrigt. (2
Punkte)

d) Mit welcher Wahrscheinlichkeit verliert die Bank mindestens einen Euro (100 Cent)?Nutzen Sie den zentralen
Grenzwertsatz, um diese Wahrscheinlichkeit geeignet zu approximieren. Runden Sie IThr Ergebnis mit Hilfe der
unten angegebenen Tabelle auf volle 10%. (3 Punkte)

. . o | 10% | 20% | 30% | 40% | 50% | 60% | 70% | 80% | 90%
Quantile der Standardnormalverteilung “ ‘ ~1.93 ‘ —0.84 ‘ ~0.52 ‘ ~0.% ‘ 0 ‘ 0.25 ‘ 0.52 ‘ 0,84 ‘ 1,28

Aufgabe 6: Normalverteilung

Gegeben seien die unabhiingigen Zufallsvariablen X7, X5, ..., X,, mit den Verteilungen X; ~ AN (p,9) fiir ¢ =
1,2,...,n und einem reellen Parameter p.

a) Geben Sie einen erwartungstreuen Schitzer i fiir p an. (1 Punkt)




b) Wie ist i verteilt? (2 Punkte)

c) Geben Sie mit Hilfe von fi und der Faustformel ein 95%-Konfidenzintervall fiir p an. (2 Punkte)

d) Wie wiirden Sie die Hypothese y = 1 zum Niveau 5% testen? (2 Punkte)

e) Berechnen Sie Cov(X; + X2, X2 + X3). (2 Punkte)

f) Sind X; + X5 und X5 + X3 stochastisch unabhiingig? (1 Punkt)




Aufgabe 7: Sinus-Verteilung

a) Wann ist eine Funktion f: R — R eine Wahrscheinlichkeitsdichte? (2 Punkte)

Gegeben sei f: R — R mit f(z) = a*sin(x)1, ) (z), wobei a ein reeller Parameter ist.

b) Bestimmen Sieaso, dassfeine Wahrscheinlichkeitsdichte ist. (1 Punkt)

Sei nunXeine Zufallsvariable, die die Wahrscheinlichkeitsdichtefbesitzt.

c) DBerechnen Sie P(X > 7). (2 Punkte)

d) Berechnen Sie EX. (2 Punkte)

e) Begriinden Sie, dass hier die Markoff-Ungleichung angewendet werden kann und verwenden Sie sie, um
P(X > %) abzuschiitzen. Wie erkldren Sie den Unterschied zu c)? (3 Punkte)



Aufgabe 8: Deskriptive Statistik

Aus einer Charge von Féden werden 5 Stiick entnommen, um sie auf Reififestigkeit zu testen. Notiert wer-
den die erreichten Dehnungsldngen L;,i = 1,...;5 in cm zum Zeitpunkt des Reiflens. Die Ergebnisse lauten:
Ly | Ly | L3 | La | Ls
4 111 ] 1 6 | 3

a) Befinden sich diese Daten auf einer Verhéltnisskala? (1 Punkt)

b) Skizzieren Sie die empirische Verteilungsfunktion zu diesem Datensatz. (1 Punkt)

c) Bestimmen Sie den Mittelwert, den Median, die Quartile und den Interquartilsabstand der Daten. Wie
erklért sich der Unterschied zwischen Median und Mittelwert? (4 Punkte)

d) Skizzieren Sie einen Boxplot zu diesem Datensatz. (3 Punkte)
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