Disclaimer

Die Ubungen die hier gezeigt werden stammen aus der Vorlesung Algorithmen, Sprachen
und Komplezitdt! Fir die Richtigkeit der Losungen wird keine Gewéhr gegeben.

Ubung 00
Aufgabe 1

Das Schubfachprinzip besagt: Wenn n Objekte auf m Schubladen verteilt werden mit n > m > 0,
dann gibt es eine Schublade, die mindestens zwei Objekte enthdlt. Zeigen Sie, dass es mindestens
zwei Personen in Deutschland mit gleich vielen Haaren gibt.

(b) Beweisen Sie das verschirfte Schubfachprinzip: Verteilt man n Objekte auf m Schubladen
mit n > m >0, dann gibt es eine Schublade, die mindestens [X] Objekte enthilt

Aufgabe 2

Zeigen Sie per vollstindiger Induktion iber n > 0, dass es in jedem Bindrbaum mit mindestens
2™ Bldttern einen Pfad der Ldange mindestens n von der Wurzel zu einem Blatt gibt.

Aufgabe 3

Eine Menge A heif$t gleichmdchtig zu einer Menge B, wenn es eine Bijektion von A nach B gibt.
Zeigen Sie:

(a) Die Menge der natirlichen Zahlen N ist nicht gleichmdchtig zur Menge der reellen Zahlen
R

(b) Keine Menge ist gleichmdchtig zu ihrer Potenzmenge. (Satz von Cantor)



Ubung 01

Aufgabe 1
Es sind die DFAs My und My und die NFAs Ms und My (von links nach rechts) gegeben.
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Bearbeiten Sie die folgenden Teilaufgaben fiir alle i € {1,2,3,4}.
(a) Geben Sie jeweils zwei Wérter an, die von M; akzeptiert bzw. nicht akzeptiert werden.
(b) Geben Sie analog zu Aufgabe 2 eine kurze aber prizise Beschreibung der Sprache L(M;)
an.

Aufgabe 2
Betrachten Sie die nachfolgenden Sprachen iber dem Alphabet Y = {a,b}.

o Ly ={we > "|w enthilt die Zeichenfolge baba}

o Ly =>"\{aa,ab,aab}

o Ly ={we > "|es emistiert k > 1, so dass w mit a(ab)* beginnt}

o L, ={we " |wendet auf aab}
Geben Sie fiir alle i € {1,2,3,4} jeweils einen DFA M; mit L(M;) = L; grafisch an. Wihlen
Sie jeweils zwei Warter aus L; und Y. \L; aus und iiberpriifen Sie, ob M; auf diesen korrekt
arbeitet.

Aufgabe 3

Konstruieren Sie mit der Potenzmengenkonstruktion einen DFA, der die gleiche Sprache akzep-
tiert, wie M3 aus Aufgabe 1.

Aufgabe 4

Sei > = {a,b,c}. Unter den folgenden 16 Sprachen iiber Y befinden sich acht Paare gleicher
Sprachen. Finden Sie heraus, welche Sprachen gleich sind und begriinden Sie jeweils in mazimal
zwet Sdtzen, warum die entsprechende Gleichheit gilt.

Ly={we Y| |wl,= hl}

Li={we) | |wla=|wl=|wl} Ly={we) | |wl,=0}



L4:{w62| |wl, = 2}
L5:{w€§:| lwla = 4} Liz=Y) \Ls

L = {b.c}*{a}{b, c}*{a} {b. c}" Ly =13
Ly = {a}{ba}" {0} Lus = {ab}*
Lg = {a"b"|n € N}
Ly = Ly {a)* b} fro = (et
Lip=Len{we Y| |wl= fwl) Lig=) {a}}
Aufgabe 5

Sei S = {a,b}. Firn € N sei Y)=" = Uicn S die Menge der Worter in Y. deren Linge
héchstens n ist. Zeigen Sie per vollstindiger Induktion iber n € N, dass | 35" | = 2+t — 1.

Aufgabe 6
Gegeben sei die Grammatik G = ({S, A, B,C},{a,b,c}, P, S), wobei P genau die folgenden Pro-

duktionen enthdlt:

A — Adla Be — bbe
S — AlC Bb — bb C — BCcle.

(a) Geben Sie eine Ableitung von bbbece an.
(b) Geben Sie eine mdglichst kurze aber prizise Beschreibung von L(G) an. Begrinden Sie
Ihre Antwort.

Aufgabe 7

Konstruieren Sie Grammatiken G1, G und Gs so, dass folgende Sprachen erzeugt werden.

(a) L(G1) = 32" {a} 327 UTH{b} 307 fir 3 = {a,b,c}

(b) L(G2) = {wwfw € {a,b}* : w startet mit einem b} Hinweis: Fiir w = wiwy...w,_ 1w,
set W = wpWn_1...wow1 das umgekehrte Wort.

(¢) L(G3) ist die Menge der Polynomgleichungen iber den Variablen z, y. Hinweis: Ein
Polynom tber den Variablen z, y ist induktiv wie folgt definiert: 0,1, x,y sind Polynome und
falls f,g Polynome sind, so auch (f + g) und (f * g).



Ubung 02

Aufgabe 1

Geben Sie zu den Sprachen Lq, Ly, regulire Ausdriicke o, 8 so an, dass L(a) = L, und L(8) = Ly.
(a) Lo = {w € {a,b,c}*| entweder kommen a und b in w vor oder weder a noch b}
(b) Ly = {w € {a,b, c}*|w enthdlt nicht das Infix bc}

Aufgabe 2

Zeigen Sie, dass die Klasse der reguldren Sprachen nicht unter unendlicher Vereinigung abge-
schlossen ist.

Aufgabe 3

Sei L C " eine Sprache. Unter der Verdopplung von L verstehen wir die Sprache 2 * L :=
{wwlw € L}. Uberpriifen Sie, ob die Klasse der reguliren Sprachen unter Verdopplung abge-
schlossen ist. Beweisen Sie Ihre Behauptung!

Aufgabe 4
Sei Y ein Alphabet (eine endliche Menge). Zeigen Sie, dass " abzdihlbar ist.

Aufgabe 5

Bearbeiten Sie folgende Teilaufgaben:
(a) Beschreiben Sie die Sprache des folgenden Automaten kurz und prizise

—a|

(b) Sei > = {a,b,c}. Geben Sie einen DFA an, der die Sprache L = {w € > "||lw|, <
1 und |w|, = 0} akzeptiert. Dabei steht fir x € Y ,w € >." der Ausdruck |wl|, fir die Anzahl
der z in w.

Aufgabe 6
Gegeben seien die folgenden DFAs My und Ms.
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Konstruieren Sie folgende Automaten:
e (a) einen DFA Mn mit L(Mn) = L(M;) N L(Ms),
e (b) einen NFA M. mit L(M.) = L(My) * L(M>s) und
o (c) einen NFA M, mitL(M,) = L(My)*.

Aufgabe 7

Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Fiir jeden NFA M = (Z,Y.,5,6, FE) existiert ein NFA My = (Zy,>_, 50,80, Eg) mit
L(M) = L(Mp) und |E| = 1.

(b) Fiir jeden NFA M = (Z,>.,S,6,E) existiert ein NFA My = (Zy,>_,S0,%0, Ey) mit
L(M) = L(Mo), ‘So| =1 und |Z0| = |Z‘ + 1.

Aufgabe 8

Die Spiegelung eines Wortes w = aias...a, € Z* sei wt = apan_i...a1 fir a; € > fiir alle

1 < i < n. Die Spiegelung einer Sprache L sei LY := {w®|w € L}. Zeigen Sie, dass die Klasse
der reguldren Sprachen unter Spiegelung abgeschlossen ist.



Ubung 03

Aufgabe 1
Betrachten Sie die nachfolgenden Sprachen iber dem Alphabet > = {a,b}.
o Ly = {w € > "|der vorletzte Buchstabe von w ist ein a}
e L1 =5 "\{aa,ab,aab}
o Ly ={we >"| in wkommt ein Buchstabe zweimal direkt hintereinander vor}
o L,=>"\Ls
Konstruieren Sie fir alle i € {1,2,3,4} jeweils einen reguliren Ausdruck r; mit L(r;) = L;.

Ly =(a+b)*a(a+Db)

Ly = (b(a+b)") +abla+b)(a+b)" + aaa(a+b)" + aabla+b)(a+b)* +a+ A

Idee: Zuerst den Automaten der die aa,ab,aab Sprache akzeptiert aufzeichnen. Dann alle End-
zustédnde (die doppelt umkreisten) zu normalen Zustdnden machen und dann die fritheren Nicht-
Endzustéinde zu Endzustinden machen (symbolisiert durch die sonnenéhnlichen Gebilde um
Zustand 1,2,6)

Ls = ((a + b)*(aa + bb)(a + b)* (aa + bb)*(a + b)*)

Ly=(ab)"+ (ba)* +a+b+ A



Aufgabe 2

Zeigen Sie direkt mit dem Pumping-Lemma, dass die Sprache L = {a'¥|i,j € N,i > j} nicht
requldr ist.
Behauptung: Die Sprache L ist nicht regulér.

0. Beweis: indirekt. Angenommen L wére regulidr. Nach dem Pumping-Lemma gibt es ein n

> 1, sodass die folgende Aussage gilt:
Fiir jedes x € L, | x |> n gibt es u,v,w € ¥* mit
1 x=uvw
i Juv|<n
i [v|>1
iv uv'w € LYi > 0

1. Wir wihlen ein Wort 2 € L. Sei z = a™b/, wobei n nach Definition der Sprache echt grofer
7 ist.

2. Nach der Aussage (*) gibt es u, v, w € ¥*, welche die Eigenschaften (i)-(iv) erfiillen.

3. Sei x = a™V mit n > j, wir definieren j = n — 1. Wir wiihlen | uv |<=n mit | v [> k. Es
gilt v € {a}*. Nun sei i = 0, damit ist z = a” *b’/, da | v |[> 1 ist, und da nun j = n — k
gilt, ist n = j, was allerdings der Bedingung n > j widerspricht.

Wihlen wir | v |= k mit k € N. so gilt: uw = a»~F)pI

4. Dieser Widerspruch von n = j # n > j ist ein Widerspruch zu Aussage (iv) des Pumping
Lemmas.

Somit ist die Aussage bewiesen, dass die Sprache L nicht reguldr sein kann. q.e.d
Aufgabe 3

Zeigen Sie mit dem Spielschema des Pumping-Lemmas, dass die Sprache L = {azn |n € N} nicht
requldr ist.

1
2

Runde: G wihlt eine Zahl n > 1
Runde: B withlt z € L mit | z |[> n. Sei z = a®").
Runde: G wahlt u, v, w mit 1) = u,v,w ii) |ww |[<niii) v [> 1

Runde: B withlt i = 2 und zeigt, dass uv'w ¢ L
Sei n beliebig. Wir withlen wie in Runde 2 bereits gesagt © = a? . BEs gilt z € L und
|z |>n.
Alle moglichen Stiickelungen des Worts sind gemé der Form: v = a? v = af w =
a?" —a% —aP mit p+ ¢ <nund ¢ > 1.
Wir withlen i = 2, es gilt uv'w = a®" 79 Es gilt 2" > n — p+ ¢ < 2" und es gilt weiterhin
0<qg< 2™
Dies bedeutet:

M <M g < 242" =252 =2ntL

Hieraus folgt, dass 2™ + ¢ keine Zweierpotenz ist, dies wiederum verletzt die Eigenschaften
der Sprache und somit ist wv'w ¢ L q.e.d



Aufgabe 4

Beweisen Sie die folgende verschirfte Version des Pumping-Lemmas: Sei L € >." eine requldre
Sprache. Dann ezistiert einm > 0, so dass fiir alle v € L und alle o, z1,72 € Y. mitx = 11172
und |z1| > n Wérter u,v,w € 3." existieren mit (a) z1 = uvw, (b) |v| > 1 und (c) Touviwzs € L
fiir alle i € N.

Sei L C ¥* eine reguldre Sprache. Dann exisitiert ein n > 0, sodass fiir alle x € L und alle
Zo,T1, Lo € X mit x = xox122 und | 1 |[> n Worter u, v, w € £* existieren mit:

1. 1 = uvw
2. |v]>1und
3. zouvtwzy € L fiir alle ¢ € N.

Beweis: Sei n =| Z |, wobei Z die Zusténde des zugehorigen NFAs M = (Z,%, S, 4, F) sind.
Ist zpz122 € L, so gibt es Zustéinde m,n,o € Z mit:

20 %mn20eFE

Die Transition von m nach n kann in | z; |>| v | +1 > n Schritten, also durch Begehung von so
vielen Zustinden geschehen. Nach der Aussage des Schubkastenprinzips ist dies gleichbedeutend
damit, dass zwei der Zustédnde gleich sein miissen. Nun folgt der Beweis analog dem des einfachen
Pumping Lemmas.

Es gibt also in x1 Zusténde zq, 21, . .., 2m € Z mit: zg € S (von z1), z; € §(zj_1,a;) fiir 1 < j <m,
und z,, € E (von x1). Setze u = ai1...4;,V = @j{1... 0k, W = Qg41. . . &y Dann gilt:

1 T1=40a1...a0;0541...00k41. .- Gy = UVW und x = ToT1T2 = XToA1...Qj0541...0kGk4]1. . ApT2 =
ToUVWI 2

il |uv|=lay...ap=k<n
i [vj=k—(j+1)+1=k—j>0,da(j<k)

iv Sei i > 0 beliebig. Es gelten: Es fiihrt ein Weg von 2z € zo zu dem z} € z; und ein Weg
von z,ln € F wvon xp nach z, wvon xo. Modellieren sozusagen die drei Teilworter als
eigenstiindige NFAs, bei deren die Uberfiihrungen auf die Endzustéinde der einzelnen NFAs
auf die Startzustdnde des néchsten fithren. Betrachten wir nun den NFA zu x4, so folgt nun
wie im anderen Beweis auch, dass uv'w € L(z) ist. Und dies in Kombi mit den weiteren
Ubergéngen = L ist.

Aufgabe 5

Sei > = {a,b}. Wir betrachten die Sprache L = {w € Y."| |w]| ist gerade und |wl|a > 1}.
Bearbeiten Sie folgende Teilaufgaben:

(a) Bestimmen Sie die Myhill-Nerode Aquivalenzklassen von L.

(b) Geben Sie den Automaten My, an

Aufgabe 6

Geben Sie einen Algorithmus an, der bei Eingabe eines DFAs M die Groffe von L(M) (also
|L(M)|) berechnet (entweder eine natiirliche Zahl n oder oo).



Aufgabe 7

Sei Y ein Alphabet. Zeigen Sie, dass fiir alle requliren Sprachen Ki, Ko C Y." und ihre Verei-
nigung L = K1 U Ky gilt, dass Index(Ryr) < Index(Rg,) * Index(Rk,).



Ubung 04
Aufgabe 1

Seien uy,us € Y zwei Warter und L C Y eine Sprache. Ein trennendes Wort fiir die Myhill-
Nerode Aquivalenz-klassen [uy]r, [us]r, ist ein Wort w € 3%, so dass uyw € L,upw < L oder um-
gekehrt. Bearbeiten Sie die folgenden Teilaufgaben: Wir betrachten die paarweise verschiedenen
Muyhill-Nerode Aquivalenzklassen [€],[a], [c] der Sprache L, = {w € {a,b, c}*||w|, ist gerade oder |w|c >
1}. Geben Sie fiir jedes Paar von unterschiedlichen Aquivalenzklassen ein trennendes Wort an.

Wir betrachten die Myhill-Nerode Aquivalenzklassen der Sprache Ly = {0110m 10+ ™ |1, m €
N}. Geben Sie fir | € N,m # m’ ein trennendes Wort fir die Aquivalenzklassen [0'10™] und
[0'110™] an.

Aufgabe 2

Wenden Sie das in der Vorlesung vorgestellte Verfahren an, um zu entscheiden, ob die beiden
dargestellten DFAs My und My die gleiche Sprache akzeptieren.

Aufgabe 3

Wir betrachten das Universalititsproblem:
Eingabe NFA M = (Z,3.,5,6, F).
Frage Gilt L(M)=Y."?

Geben Sie ein Verfahren an, welches das Universalititsproblem lost. Begriinden Sie Ihre Antwort.

10



Aufgabe 4

In Ubung 2 Aufgabe 7 a) haben wir gezeigt, dass es fiir jeden NFA einen dquivalenten NFA mit
genau einem Endzustand gibt. In dieser Aufgabe zeigen wir, dass dies fiir DFAs nicht der Fall
ist. Bearbeiten Sie dazu folgende Teilaufgaben:

(a) Geben Sie einen DFA M an, sodass jeder DFA My mit L(My) = L(M) mindestens zwei
akzeptierende Zustdinde hat.

(b) Beweisen Sie, dass Ihr Automat M diese Eigenschaft hat. Hinweis: Es gibt einen Auto-
maten M, der diese Figenschaft und eine endliche Sprache akzeptiert.

Aufgabe 5

In dieser Aufgabe betrachten wir Sprachen fir die ein DFA wesentlich mehr Zustinde haben muss
als ein NFA. Sein € N. Wir betrachten die Sprache K, = {w € {a,b}*||w| > n und der n-letzte
Buchstabe von w ist ein a.

(a) Geben Sie einen NFA mit minimaler Anzahl an Zustinden fir K, an.

(b) Bestimmen Sie den Index der Myhill-Nerode Aquivalenz von K,, , Index(Rk,). Begrinden
Sie Ihre Antwort.

Aufgabe 6

Sei Y~ = {a,b}. Geben Sie fiir die folgenden Sprachen jeweils eine kontextfreie Grammatik an.
(a) Lo = {anbp|n € N}
(b) Ly = {w € 37" [Jwla = [wls}
(¢) Le = 32" \{ww|w € 377}

11



Ubung 05
Aufgabe 1

Entscheiden Sie fiir jede der folgenden Sprachen, ob sie requlir oder kontextfrei und nicht requldr
ist. Geben sie dafiir eine rechtslineare Grammatik an oder geben Sie eine kontextfreie Grammatik
an und zeigen Sie, dass die Sprache nicht regquldr ist.

(a) Lo = {w € {a,b, c}*||w|q ist gerade oder |w|. > 1}

(b) Ly = {wv|u,v € {a,b,c}* und |ul, > |v|p}

(c) L. = {a'ba™ba™|l = m oder | = n}

(d) Lg = {r € {a,b,\, D, +,,%,(,)*| rist ein requlirer Ausdruck iber 3}

(e) Le = {r € Lgle € L(r)}

Aufgabe 2

Konstruieren Sie zu zwei kontextfreien Grammatiken G1 = (V1,>., P1,51) und Gy = (Va, Y, P2,.52)
(a) eine kontextfreie Grammatik Gy mit L(Gy) = L(G1) U L(G2).
(b) eine kontextfreie Grammatik G, mit L(G,) = L(G1) * L(G2) .
(c) eine kontextfreie Grammatik G, mit L(G,) = L(G1)*
Hinweis: Sie miissen die Korrektheit Ihrer Konstruktionen nicht beweisen.

Aufgabe 3

Wir betrachten die Spiegelung einer Sprache wie in Ubung 2, Aufgabe 8. Zeigen Sie, dass die
Klasse der kontext-freien Sprachen unter Spiegelung abgeschlossen ist.

Aufgabe 4

Betrachten Sie diejenige kontextfreie Grammatik G iber Y = {a,b} mit Startvariable S, die fol-
genden Ableitungsbaum T ermdglicht und nicht mehr Produktionen enthdlt, als fiir T notwendig

//H\
\\fl .fr//

A B
/ | T~
A B &
/ N\ | |
A A 7] -
| |

sind.
(a) Geben Sie das Blattwort o(T) von T an und ermitteln Sie weiterhin die Variablen und Pro-
duktionen der Grammatik G.
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(b) Konstruieren Sie die zu T gehorige Links- und Rechtsableitung. Geben Sie eine weitere
zu T gehorige Ableitung an, die weder Links- noch Rechtsableitung ist.

(¢c) Geben Sie einen von T wverschiedenen S-Ableitungsbaum fiir das Wort a(T) an. Ist die
Grammatik G mehrdeutig?

(d) Beschreiben Sie die von G erzeugte Sprache und geben Sie eine eindeutige Grammatik Gg
mit L(Gy) = L(G) an.

Aufgabe 5

Betrachten Sie die nachstehende Grammatik G mit Startsymbol S:
S — BAla, A — BS|e, B — bBaBlb

(a) Uberfiihren Sie G in eine dquivalente Grammatik Gy in Chomsky-Normalform.

(b) Entscheiden Sie mithilfe des CYK-Algorithmus, welche der Worter wy = bbbaba und
wg = bbaab von Ihrer in (a) berechneten Grammatik erzeugt werden.

(c) Geben Sie fir diejenigen Worter aus Aufgabe (b), die von der Grammatik G erzeugt
werden, jeweils einen Ableitungsbaum und eine Linksableitung an.

13



Ubung 06
Aufgabe 1

Wir betrachten die kontextfreie Grammatik G mit Startvariable S und den folgenden Produktio-
nen:
S — ABC, A — aAle, B — aDb|D, C — bC|aC|e, D — bDalba
Bearbeiten Sie die folgenden Teilaufgaben:

(a) Geben Sie eine kurze Beschreibung von L(G) an.

(b) Geben Sie je eine Linksableitung fir abab, babaa und abbaab an.

(c) Zeigen Sie, dass G eine mehrdeutige Grammatik ist.

(d) Zeigen Sie nun, dass L(G) nicht inhirent mehrdeutig ist. Geben Sie also eine eindeutige
kontextfreie Grammatik Gy mit L(Go) = L(G) an. Sie miissen nicht zeigen, dass Gq eindeutig
15t.

Aufgabe 2

Betrachten Sie die kontextfreie Grammatik G mit Startsymbol S und den nachstehenden Produk-
tionen:
S = Z|(S+ 9)|(SS), Z — Q|PY,Y — Q|YY|epsilon, @ — O|P, P — 1
Bearbeiten Sie folgende Teilaufgaben:

(a) Geben Sie eine Ableitung des Wortes w = (100 + 1) in G an und geben Sie eine kurze,
aber prizise Beschreibung von L(G) an.

(b) Uberfihren Sie G mit dem Verfahren aus der Vorlesung in eine dquivalente Grammatik
Gy in Chomsky-Normalform.

(c) Geben Sie eine Ableitung des Wortes w in Gy an.

Aufgabe 3

Gegeben sei die kontextfreie Grammatik G in Chomsky-Normalform mit dem Startsymbol S und
den Regeln
S — AB|CC, A — BA|a, B— AC|b, C — CCl|c
Uberpriifen Sie mithilfe des CYK-Algorithmus, folgende Wérter. Geben Sie fiir jedes dieser beiden
Wiérter, welches in L(G) enthalten ist, je eine Ableitung und einen Ableitungsbaum des Wortes
an.

(a) aacc € L(G).

(b) bacca € L(G).

Aufgabe 4
Wir betrachten den PDA M mit folgender grafischen Darstellung mit Kellerinitialisierungszeichen
a, # | A
a, A | AA b A |«
b, A|r
—{ 1 =
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(a) Gilt aabb € L(M)? Gilt aabbbb € L(M)?
(b) Geben Sie eine einfache, aber prizise Beschreibung von L(M) an.

Aufgabe 5

Sei L = {a"ba®"|n € N}.
(a) Geben Sie einen PDA My an mit L(M;) = L.
(b) Geben Sie einen PDA My mit genau einem Zustand an mit L(Msy) = L.

Aufgabe 6

Sei G die kontextfreie Grammatik mit Startvariable A 1 und den folgenden Produktionen. Kon-
struieren Sie mithilfe des Verfahrens aus der Vorlesung eine Grammatik Go in Greibach-Normalform
A1 — O|A2A2, A2 — 1|A1A1

Aufgabe 7

Wenden Sie das in der Vorlesung vorgestellte Verfahren an, um zu entscheiden, ob die beiden dar-

gestellten DFAs My und My die gleiche Sprache akzeptieren.
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Ubung 07
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Ubung 08
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Ubung 09
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Ubung 10

Aufgabe 1
Aufgabe 2
Aufgabe 3

19



Ubung 11
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Ubung 12
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Ubung 13
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Ubung 14
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Zuséatzliche Aufgaben
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