Stochastik - Ubungsklausur

Fiir die Klausur sind keinerlei Hilfsmittel wie Skript, Biicher oder Taschenrechner zulissig. Die
Aufgaben sind an Ubungen und Vorlesung orientiert. Fiir Richtigkeit der Losungen besteht keine
Garantie.

Aufgabe 1: Laplace-Verteilung

Sie haben zwei Tetraeder zur Verfiigung, deren Flichen jeweils mit den Augenzahlen 1, 2, 3 und 4 beschriftet
sind. Beide Tetraeder werden geworfen und aus den beiden geworfenen Augenzahlen wird der Absolutbetrag ihrer
Differenz, diesen nennen wir D, ermittelt.D kann also die Werte 0, 1, 2 und 3 annehmen.

a) Geben Sie einen Wahrscheinlichkeitsraum fiir ein geeignetes Laplace-Experiment an und definieren Sie auf
diesem Wahrscheinlichkeitsraum D durch Angabe der Abbildungsvorschrift als Zufallsvariable. Vergessen Sie
nicht zu begriinden, warum es sich bei Ihrem gewihlten Experiment um ein Laplace-Experiment handelt. (5
Punkte)

Es handelt sich um ein Laplace Experiment, da jedes Elementarereignis die gleiche Wahrscheinlichkeit P(E) =

% hat, mit Wahrscheinlichkeitsraum (Q, >, P), >~ = P(Q0), Q = {1,2,3,4}? und D({w1,ws2}) = |w1 — wo|

b) Berechnen Sie die Verteilung von D. Ist D Laplaceverteilt? Begriinden Sie Thre Antwort. (3 Punkte)

fiir {1,1},{2,2},{3,3},{4,4} Pp(0) = 5

fiir {1,2},{2,3},{3,4},{4,3},{3,2},{2,1} Pp(1) = 1%
fiir {1,3},{2,4},{4,2},{3,1} Pp(2) =&

fir {1,4},{4,1} Pp(3)=3

D(w) =

w NN = O

Durch die unterschiedliche Wahrscheinlichkeitsverteilung der Ergebnisse ist D nicht Laplaceverteilt.

c) Berechnen Sie den Erwartungswert von D. (2 Punkte)

4 6 4 2
CEX) =S D #P(X = D)) = 0% — + 1% — 424 — L 1,2
Hp = B(X) Z * P =0k g Tlxggt2r5 3% 35 >

Aufgabe 2: Binomial-Verteilung

a) Geben Sie mit Hilfe Bernoulliverteilter Zufallsvariablen Z3, Zs, ... eine Zufallsvariable X an, welche Binom
(n, p)-verteilt ist. Welche Voraussetzungen miissen 7, Zs, ... erfiillen? Was modelliert Binom (n, p) anschaulich?
(3 Punkte)

Eine Binominalverteilung mit Parametern n,p gilt bei P(n,p, k) = (:) *pF % (1—p)"~F mit k = Zy, Zs,...). Die
Zufallsvariablen Z7, Zs, ... miissen dafiir Ganzzahlig und Positiv sein.

Ein anschauliches Binom ist das (n-) mehrmalige Werfen einer Miinze, mit Ergebnis Erfolg (p = 0,5) (Wappen)
oder Misserfolg (Zahl).

b) Bestimmen Sie basierend auf X den Maximum-Likelihood-Schétzer p fiir p. Existiert dieser stets eindeutig?
(5 Punkte)

L:0 —[0;1],v — p(z|v) wobei © der Parameterraum ist.

p=L(X) = 3" x (~3)"*

Da der Schitzer eine Wahrscheinlichkeits-parabel abzeichnet, ist immer ein Wert als Maximum méglich.




¢) Berechnen Sie den MSE (mean squared error) von p. Ist p unverzerrt? (2 Punkte)

MSE(T,v) = E,((T — g(v))?) = Vary(T) + (Br(v))?
Da die Zufallsvariablen bernoulliverteilt sind, ist die Verzerrung By = 0 und die Varianz 1: MSE(p) = %

Aufgabe 3: Geometrische Verteilung

a) Geben Sie die Wahrscheinlichkeitsfunktion zur geometrischen Verteilung mit Parameter p an. Welche Werte
darf p annehmen? (2 Punkte)

mit p = [0, o]

b) Was modelliert die geometrische Verteilung mit Parameter p? (1 Punkt)

die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Anzahl X der Bernoulli-Versuche, die notwendig sind, um einen Erfolg zu
haben. Diese Verteilung ist auf der Menge N definiert.

c) Sie beobachten X, Xs, ..., X,, unabhiingig und identisch verteilte Zufallsgrofen, die jeweils eine Geom(p)-
Verteilung besitzen. Bestimmen Sie den Momentenschétzer p fiir p. (3 Punkte)

geometrische Verteilung: f(x) = (1 —p)* Lxp

my =My i = %ZZL:NH und mo =My : 62 + 4% = %ZZL:I
A A~ n —

p=06°= %Zi:l(zi - 1)2

d) Ist p unverzerrt? (2 Punkte)

Eine Verteilung wird als verzerrt bezeichnet, wenn sich die Datenpunkte mehr zu einer Seite der Skala als zur
anderen gruppieren und eine Kurve erzeugen, die nicht symmetrisch ist. Mit anderen Worten, die rechte und
die linke Seite der Verteilung sind unterschiedlich geformt. Die vorliegende Verteilung ist unverzerrt.

e) Ist p konsistent? (2 Punkte)

In der Statistik ist ein konsistenter Schéitzer eine Regel zum Berechnen von Schéitzungen eines Parameters p mit
der Eigenschaft, dass die resultierende Folge von Schitzungen mit zunehmender Wahrscheinlichkeit der Anzahl
der verwendeten Datenpunkte in der Wahrscheinlichkeit gegen p konvergiert.

Dies ist nicht der Fall.

Aufgabe 4: Exponentialverteilung

Gegeben sei eine Zufallsvariable X ~ Exp(2).

a) Bestimmen Sie den Median und geben Sie den Erwartungswert von X an. Vergleichen Sie die beiden Werte
und erkldren Sie einen eventuell vorhandenen Unterschied zwischen den beiden Ergebnissen. (3 Punkte)

Median z,ed = 12 = 12 = 0, 346574

Erwartungswert E(z) = 1 = ) = 0,5

Fiir die weitere Rechnung diirfen Sie ohne Nachweis benutzen, dass eine Zufallsvariable V' ~ Exzp(p) die
Varianz Var(V) = p% besitzt. Seien nun X;; € N unabhingig und identisch Exp(2)-verteilte ZufallsgroBen und

X'n% Z?zl Xin € N die zugehorige Folge der Mittelwerte.

b) Bestimmen Sie E(X,,) und Var(X,,). (2 Punkte)

E(X,) = %; Var(X,) = =

c) Wieist Z, = cos(m x X,,) fiir groBes n approximativ verteilt? (5 Punkte)

’ der cos verteilt alle Ereignisse auf [—1, 1] und damit approximativ auf 0 fiir grofie n




Aufgabe 5: Uniforme Verteilung

Gegeben sei eine Zufallsvariable X ~ Unif(—0.5,0.5).

a) Geben Sie die Wahrscheinlichkeitsdichte und die Verteilungsfunktion von X an. (2 Punkte)

Wahrscheinlichkeitsdichte 1 1

f($):b—a:—0,5—0,5:

Verteilungsfunktion

b) Geben Sie den Median, den Erwartungswert und die Varianz von X an. (3 Punkte)

Median

Median(X) = F~'(X) = ¢ ;r b _o2=0
Erwartungswert
> b
E(X):/ xf(a:)dx:a; =0/2=0
Varianz ) )
Var(X) = B(X?) ~ (B(X))? = (b — ) =

Berechnungen im Rahmen von Bankgeschéften ergeben oft Ergebnisse mit gebrochenen Centanteilen, welche fiir
Buchungsvorginge gerundet werden miissen. Zum Beispiel wiirde man einen Betrag von 7,35... Cent auf 7 Cent
abrunden und einen Betrag von 15.87... Cent auf 16 Cent aufrunden. Den Rundungsfehler kann man als uniform-
verteilt auf (—0.5,0.5) (eigentlich (—0.5,0.5]) modellieren. Nehmen Sie nun an, dass in einer Bank 106 unabhéngig
und identisch Unif(—0.5,0.5)-verteilte Rundungsvorgénge stattfinden.

c) Geben Sie mit Hilfe der Ungleichung von Tschebyscheff eine sinnvolle obere Abschétzung fiir die Wahrschein-
lichkeit an, dass der Absolutbetrag der Summe der Rundungsfehler mindestens 10 Euro (1000 Cent) betrégt. (2
Punkte)

1000Cent/106 = 9,4Cent — +4,7Cent

w=20

o=4/75 =0,289

k =4,7Cent/o = 5555 = 16,26

P(|?X —pl) = kxo) < 5 = P(|X| > 16,26 % 0,289) < 16}262 = P(|X| >4,7) <0.061

d) Mit welcher Wahrscheinlichkeit verliert die Bank mindestens einen Euro (100 Cent)? Nutzen Sie den zentra-
len Grenzwertsatz, um diese Wahrscheinlichkeit geeignet zu approximieren. Runden Sie Ihr Ergebnis mit Hilfe
der unten angegebenen Tabelle auf volle 10%. (3 Punkte)

Grenzwertsatz _
Xn—u
o

limiy oo P(v/11 % <z)=¢(x)

Quantile der Standardnormalverteilung

a | 10% | 20% | 30% | 40% | 50% | 60% | 70% | 80% | 90%
4o | 1,28 | —0,84 | 0,52 | —0,25 | 0 | 0,25 [ 0,52 | 0,84 | 1,28

Aufgabe 6: Normalverteilung

Gegeben seien die unabhéingigen Zufallsvariablen X, Xs, ..., X, mit den Verteilungen X; ~ N (y,9) fir i =
1,2,...,n und einem reellen Parameter u.



a) Geben Sie einen erwartungstreuen Schitzer ji fiir p an. (1 Punkt)

b) Wie ist ji verteilt? (2 Punkte)

c) Geben Sie mit Hilfe von fi und der Faustformel ein 95%-Konfidenzintervall fiir © an. (2 Punkte)

d) Wie wiirden Sie die Hypothese ¢ = 1 zum Niveau 5% testen? (2 Punkte)

e) Berechnen Sie Cov(X; + X, X5 + X3). (2 Punkte)

f) Sind X; + X5 und X5 + X3 stochastisch unabhiingig? (1 Punkt)

Aufgabe 7: Sinus-Verteilung

a) Wann ist eine Funktion f: R — R eine Wahrscheinlichkeitsdichte? (2 Punkte)

Gegeben sei [ : R — R mit f(x) = ax*sin(z) * L(,r) (), wobei a ein reeller Parameter ist.

b) Bestimmen Sie a so, dass f eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist. (1 Punkt)

|

Sei nun X eine Zufallsvariable, die die Wahrscheinlichkeitsdichte f besitzt.

c) Berechnen Sie P(X > 7). (2 Punkte)

|

d) Berechnen Sie EX. (2 Punkte)

|

e) Begriinden Sie, dass hier die Markoff-Ungleichung angewendet werden kann und verwenden Sie sie, um

P(X > T) abzuschétzen. Wie erkldren Sie den Unterschied zu c)? (3 Punkte)

Aufgabe 8: Deskriptive Statistik

Aus einer Charge von Fiaden werden 5 Stiick entnommen, um sie auf Reififestigkeit zu testen. Notiert werden die
erreichten Dehnungsléngen L;,i = 1,...,5 in cm zum Zeitpunkt des Reiflens. Die Ergebnisse lauten:

Ly | Ly | Ly | Ls | Ls
41163

a) Befinden sich diese Daten auf einer Verhéltnisskala? (1 Punkt)

’ Die Daten befinden sich auf der Ordinal-Skala, da diese benannt und in einer natiirlichen Ordnung existieren.




b) Skizzieren Sie die empirische Verteilungsfunktion zu diesem Datensatz. (1 Punkt)

Bsp fiir 6:

¢) Bestimmen Sie den Mittelwert, den Median, die Quartile und den Interquartilsabstand der Daten. Wie er-
klért sich der Unterschied zwischen Median und Mittelwert? (4 Punkte)

Mittelwert:
1 n
Tmit = 521’1 =5
i—

Median: z,,cq > 50% aller Werte = z,,0q = 4
Quartile:
Qo5 = 1,75 % T = 8,75 Qo,25 = 0,25 * Ty = 1,25

Interquartilsabstand: 1QS = Qo,75 — Qo,25 = 8,75 — 1,256 = 7,5

d) Skizzieren Sie einen Boxplot zu diesem Datensatz. (3 Punkte)
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