Logik und Logikprogrammierung

Probleme mit natiirlicher Sprache

1. Zuordnung von Wahrheitswerten zu natiirlichsprachigen Aussagen
ist problematisch. (Ich habe nur ein bifichen getrunken.)

2. Natiirliche Sprache ist oft schwer versténdlich.

3. Natiirliche Sprache ist mehrdeutig.

4. Natiirliche Sprache hingt von Kontext ab.

Aussagenlogik

In der Aussagenlogik gehen wir von “Aussagen” aus, denen wir
(zumindest prinzipiell) Wahrheitswerte zuordnen kénnen.

Die Aussagen werden durch “Operatoren” verbunden.

Fiir zusammengesetzten Aussagen verwenden wir ¢, 1) usw.

Durch die Wahl der erlaubten Operatoren erhdlt man unterschiedliche
“Logiken”.

Da der Wahrheitswert einer zusammengesetzten Aussage nur vom
Wahrheitswert der Teilaussagen abhingen soll, sind Operatoren wie
“weil” oder “obwohl” nicht zuldssig.

Syntax der Aussagenlogik

Eine atomare Formel hat die Form p; (wobei i € N = {0,1, ...
werden durch folgenden induktiven Prozess definiert:

}). Formeln

1. Alle atomaren Formeln und L sind Formeln

2. Falls ¢ und 1 Formeln sind, sind auch (¢ A 11)) (e AY)(p — )
und —pFormeln.

3. Nichts ist Formel, was sich nicht mittels der obigen Regeln
erzeugen laft.

Beispielformel: =((—ps V p1) A L)
Prézedenz der Operatoren:

3 bindet am schwichsten

—'bindet am stéirksten

Natiirliches Schlief3en

Ein (mathematischer) Beweis zeigt, wie die Behauptung aus den
Voraussetzungen folgt. Analog zeigt ein “Beweisbaum” (= “Herleitung”
= “Deduktion”), wie eine Formel der Aussagenlogik aus Voraussetzungen
(ebenfalls Formeln der Aussagenlogik) folgt. Diese “Deduktionen” sind
Biume, deren Knoten mit Formeln beschriftet sind:

e an der Wurzel steht die Behauptung (= Konklusion ¢)

e an den Bldttern stehen Voraussetzungen (= Hypothesen oder
Annahmen aus I')

e an den inneren Knoten stehen “Teilergebnisse” und
“Begriindungen”

Konstruktion von Deduktionen

Aus der Annahme der Aussage ¢ folgt ¢ unmittelbar: eine triviale
Deduktion

¢ mit Hypothesen {¢} und Konklusion ¢.
Konjunktionseinfiihrung

Ist D eine Deduktion von ¢ mit Hypothesen aus I' und ist E eine
Deduktion von ¢ mit Hypothesen aus I, so ergibt sich die folgende
Deduktion von ¢ A ¢ mit Hypothesen aus I':

v v
PAY
Konjunktionselimination

Ist D eine Deduktion von ¢ A ¢ mit Hypothesen aus I', so ergeben sich
die folgenden Deduktionen von ¢ bzw. von ¥ mit Hypothesen aus I':

(AD)

# (AE1)
QD;\JJ (AE2)
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Implikationseinfiihrung

Ist D eine Deduktion von ¢ mit Hypothesen aus I' U {¢}, so ergibt sich
die folgende Deduktion von ¢ — 1 mit Hypothesen aus I':

P
(— 1)) m(

Implikationselimination oder modus ponens

Ist D eine Deduktion von ¢ mit Hypothesen aus I' und ist E eine
Deduktion von ¢ — 1 mit Hypothesen aus I', so ergibt sich die folgende
Deduktion von 1 mit Hypothesen aus I':

=P

(= B)) >

(

Disjunktionselimination

Ist D eine Deduktion von ¢ V 1 mit Hypothesen aus I, ist E eine
Deduktion von o mit Hypothesen aus I' U {¢}und ist F eine Deduktion
von o mit Hypothesen aus I' U {#}, so ergibt sich die folgende Deduktion
von o mit Hypothesen aus I':

oV o o
5 (

(VE)

Negationseinfiihrung

Ist D eine Deduktion von L mit Hypothesen aus I' U {¢}, so ergibt sich
die folgende Deduktion von —¢ mit Hypothesen aus I':

(~1) = (

Negationselimination
Ist D eine Deduktion von —¢ mit Hypothesen aus I und ist E eine
Deduktion von ¢ mit Hypothesen aus 7y, so ergibt sich die folgende
Deduktion von L mit Hypothesen aus I':

- »

n (

(=E))

Falsum

Ist D eine Deduktion von L mit Hypothesen aus I'; so ergibt sich die
folgende Deduktion von ¢ mit Hypothesen aus I':

(1) =

reductio ad absurdum

Ist D eine Deduktion von L mit Hypothesen aus I' U {—¢}, so ergibt sich
die folgende Deduktion von ¢ mit Hypothesen aus I':

(raa)) — (
Regeln des natiirlichen Schlieflens

Definition

Fiir eine Formelmenge I' und eine Formel ¢ schreiben wir
I' IF ¢ wenn es eine Deduktion gibt mit Hypothesen aus I"
und Konklusion ¢. Wir sagen “¢p ist eine syntaktische
Folgerung von I'”.

Eine Formel ¢ ist ein Theorem, wenn @ IF ¢ gilt.

Bemerkung

T IF ¢ sagt (zunichst) nichts iiber den Inhalt der Formeln in I' U {¢}
aus, sondern nur iiber die Tatsache, dass ¢ mithilfe des natiirlichen
Schlieens aus den Formeln aus I' hergeleitet werden kann.

Ebenso sagt “p ist Theorem” nur, dass ¢ abgeleitet werden kann, iiber
“Wahrheit” sagt dieser Begriff (zunéchst) nichts aus.

Satz

Fiir alle Formeln ¢ und v gilt {—(¢ V ¥)} IF =p A ).

Beweis: Wir geben eine Deduktion an... - {=p A =} IF = (¢ V 9)

AN

‘\Lp N ‘\’q’)
e PR o Y pr
[5‘9 v ¢]2 L 1 (\/E)l
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Satz

Fiir jede Formel ¢ ist ==y — ¢ ein Theorem.
Beweis: Wir geben eine Deduktion mit Konklusion ——¢ — ¢ ohne
Hypothesen an. ..

[ﬂﬁ#z 1

Satz

Fiir jede Formel ¢ ist ¢ V ¢ ein Theorem.
Beweis: Wir geben eine Deduktion mit Konklusion ¢ V —¢ ohne
Hypothesen an. ..

(-E)

(AE2)
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Bemerkung: Man kann beweisen, dass jede Deduktion der letzten beiden

Theoreme die Regel (raa) verwendet, sie also nicht “intuitionistisch”
gelten.
Satz
{mlend)}IF =V -y
1 112
[e]” [¥] (A
~(e A Y) wAw( )
1L 2
— (=) ]!
, (Vi2) , (Vi)
Vg eV Y ﬁwvﬁw(vEy
Vo
Semantik

Formeln sollen Verkniipfungen von Aussagen widerspiegeln, wir haben
dies zur Motivation der einzelnen Regeln des natiirlichen Schlieflens
genutzt. Aber die Begriffe “syntaktische Folgerung” und “Theorem”
rein syntaktisch definiert.

Erst die jetzt zu definierende “Semantik” gibt den Formeln “Bedeutung”.
Idee der Semantik: wenn man jeder atomaren Formel p; einen
‘Wahrheitswertzuordnet, so kann man den Wahrheitswert jeder Formel
berechnen.

Es gibt verschiedene Méglichkeiten, Wahrheitswerte zu definieren: -
zweiwertige oder Boolesche Logik B = {0, 1}: Wahrheitswerte “wahr”=1
und “falsch”= 0 - dreiwertige Kleene-Logik K3 = {0, 3, 1}: zusétzlicher
Wahrheitswert “unbekannt”= % - Fuzzy-Logik F = [0, 1]:

Wahrheitswerte sind “Grad der Uberzeugtheit” - unendliche Boolesche
Algebra Bgr= Menge der Teilmengen von R; A C R ist “Menge der
Menschen, die Aussage fiir wahr halten” Hcytmg Algebra Hr= Menge
der offenen Teilmengen von R - Erinnerung: A C R offen, wenn

Va € AJe >0: (a—¢€,a+¢€) C A, dh., wenn A abzéhlbare Vereinigung
von offenen Intervallen (z,y) ist.

Beispiele: - offen: (0,1), Rso, R\{0}, R\N - nicht offen:

[1,2),R>0,Q,N, {}|n € N},R\Q

Sei W eine Menge von Wahrheitswerten.\ Eine W-Belegung ist eine
Abbildung B : V. — W, wobei V C {po, p1, ...} eine Menge atomarer
Formeln ist.

Die W-Belegung B : V. — W paBt zur Formel ¢, falls alle atomaren
Formeln aus ¢ zu V gehoren.

Sei nun B eine W-Belegung. Was ist der Wahrheitswert der Formel

po V p1 unter der Belegung B?

Zur Beantwortung dieser Frage benétigen wir eine Funktion

Vw : W x W — W (analog fiir A, —, 7).

sind

‘Wahrheitswertebereiche
Definition: Sei W eine Menge und R C W X W eine binére
Relation. - R ist reflexiv, wenn (a,a) € R fiir alle a € W
gilt. - R ist antisymmetrisch, wenn (a, b), (b,a) € R
impliziert, dass a = b gilt (fiir alle a,b € W). - R ist
transitive, wenn (a,b), (b, ¢) € R impliziert, dass (a,c) € R
gilt (fiir alle a,b,c € W). - R ist eine Ordnungsrelation,
wenn R reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist. In
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diesem Fall heifit das Paar (W, R) eine partiell geordnete
Menge.

Beispiel 1. Sei < iibliche Ordnung auf Rund W C R. Dann ist (W, <)
partiell geordnete Menge. 2. Sei X eine Menge und W C P(X). Dann ist
(W, C) partiell geordnete Menge. 3. Sei W = P (3" %) und <,, die
Relation “es gibt Polynomialzeitreduktion” (vgl. “Automaten, Sprachen
und Komplexitét”). Diese Relation ist reflexiv, transitiv, aber nicht
antisymmetrisch (denn 3 — SAT <, HC und HC <, 3 — SAT).

Definition: Sei (W, <) partiell geordnete Menge, M C W
und a € W. - a ist obere Schranke von M, wenn m < a fiir
alle m € M gilt. - a ist kleinste obere Schranke oder
Supremum von M, wenn a obere Schranke von M ist und
wenn a < b fiir alle oberen Schranken b von M gilt. Wir
schreiben in diesem Fall a = sup M. - a ist untere
Schranke von M, wenn a < m fiir alle m € M gilt. - a ist
groBte untere Schranke oder Infimum von M, wenn a
untere Schranke von M ist und wenn b < a fiir alle
unteren Schranken b von M gilt. Wir schreiben in diesem
Fall a = inf M.

Beispiel 1. betrachte (W, <) mit W = R und < iibliche Ordnung auf R. -
Dann gelten sup[0, 1] = sup(0,1) = 1. - sup W existiert nicht (denn W
hat keine obere Schranke). 2. betrachte (W, C) mit X Menge und

W = P(X).-sup M =, ¢y A fiir alle M C W 3. betrachte (W, C)
mit W = {{0}, {1}, {0,1 2} {0,1,3}}. - sup{{0},{0,1,2}} = {0 1,2} -
{0,1,2} und {0,1, 3} smd die oberen Schranken von M= {{0 {1}},
aber M hat kein Suprcmum

Definition: Ein (vollstdndiger) Verband ist eine partiell
geordnete Menge (W, <), in der jede Menge M C W ein
Supremum sup M und ein Infimum inf M hat. In einem
Verband (W, <) definieren wir: - Oy = inf W und

lw = sup W - a Aw b =inf{a,b} und

aVw b= sup{a,b} fiir a,b € W

Bemerkung: In jedem Verband (W, <) gelten Ow = sup @ und
lw =inf @ (denn jedes Element von W ist obere und untere Schranke
von @).

Definition: Ein Wahrheitswertebereich ist ein Tupel
(W, <, — W, =W), wobei (W, <) ein Verband und
— W : W2 -5 W und =W : W — W Funktionen sind.

Beispiel

e Der Boolesche Wahrheitswertebereich B ist definiert durch die
Grundmenge B = {0, 1}, die natiirliche Ordnung < und die
Funktionen —g(a) =1 —a, - (a,b) = maz(b,1 — a). Hier
gelten:

- 0p=0,1p =1,
— a A b=min(a,b), a Ve b= maz(a,b)

o Der Kleenesche Wahrheitswertebereich K3 ist definiert durch die
Grundmenge K3 = {0, %, 1} mit der natiirlichen Ordnung < und
durch die Funktionen —x,(a) =1 — a,

— Ky (a,0) = mazx(b,1 — a). Hier gelten:

K3 = 0, 1K3 =1

® aAgy;b=min(a,b), aVik; b= maz(a,b)

e Der Wahrheitswertebereich F der Fuzzy-Logik ist definiert durch
die Grundmenge F = [0,1] C R mit der natiirlichen Ordnung <
und durch die Funktionen —g(a) =1 — a,

—r (a,b) = maxz(b,1 — a). Hier gelten:

¢ 0p=0,1p=1

a Ap b=min(a,b), a VF b = maz(a,b)

e Der Boolesche Wahrheitswertebereich Br ist definiert durch die
Grundmenge Br = {A|A C R} mit der Ordnung C und durch die
Funktionen —p, (A) = R\A, =g, (A, B) = BUR\A. Hier gelten:

®

o OBR =J, 1BR =R

e ANppB=ANB, AV, B=AUB

e Der Heytingsche Wahrheitswertebereich Hpr ist definiert durch
die Grundmenge Hp,qthobr = {A C R|A ist offen}, die Ordnung
C und durch die Funktionen —p 5 (A) = Inneres(R\A),

—Hp (A, B) = Inneres(B UR\A). Hier gelten:

Oy = @, 1y, =R

A/\HRB:AQB, AVHR B=AUB

Erinnerung: Inneres(A) = {a € A|]3e > 0: (a —¢,a+¢) C A}
Beispiele: Inneres((0,1)) = (0,1) =

Inneres([0,1]), Inneres(N) = &, Inneres(R>g) = Rxo

Sei W ein Wahrheitswertebereich und B eine W-Belegung. Induktiv iiber
den Formelaufbau definieren wir den Wahrheitswert B(¢) € W jeder zu
B passenden Formel ¢: - B(L) = 0w - B(p) = B(p) falls p eine atomare
Formel ist - B((¢ Av)) = B(6) Aw B() - B((6V %)) = B(#) Vi B()
- B((¢ = ¢)) == W(B(¢), B(¥)) - B(—¢) = ~W(B(¢))
Wir schreiben im folgenden B(¢) anstatt B(¢).
Beispiel: Betrachte die Formel ¢ = ((p A q¢) — (¢ A p)). - Fiir eine
beliebige B-Belegung B : {p, ¢} — B gilt
B((pAgq) = (gAp)) = max(B(gAp),1 - B(pAq)) =
maz(min(B(q), B(p)),1 — min(B(p), B(q))) =1 = 1p - Fiir die
K3-Belegung B : {p,q} — K3 mit B(p) = B(q) = 1} gilt
B((pAq) = (¢ A p)) = maz(B(gAp),1 - BlpAg)) =
maz(min(B(q), B(p)), 1 — min(B(p), B(q))) = & # 1k, - analog gibt es
eine F-Belegung B : {p,q} — F, so dass B((p A q) = (¢ Ap)) # 1p gilt. -
Fiir eine beliebige H,pathbyr-Belegung B : {p,q} — Hp gilt
B((pAgq) = (gAp)) = Inneres(B(qg Ap) UR\B(p A q)) =
Inneres((B(q) N B(p)) UR\(B(p) N B(q))) = Inneres(R) =R = 1up
Folgerung und Tautologie
Sei W ein Wahrheitswertebereich. Eine Formel ¢ heifit eine W-Folgerung
der Formelmenge I, falls fiir jede W-Belegung B, die zu allen Formeln
aus T'U {¢} paBt, gilt: inf{B(v)|y € T} < B(¢)
Wir schreiben I' IF W ¢, falls ¢ eine W-Folgerung von I' ist.
Bemerkung: Im Gegensatz zur Beziehung I' F ¢, d.h. zur syntaktischen
Folgerung, ist I' IF W ¢ eine semantische Beziehung.
Eine W-Tautologie ist eine Formel ¢ mit @ I+ W¢, d.h. B(¢) = 1w fiir
alle passenden W-Belegungen B (denn inf{B(7)|y € @} = inf@ = 1lw).
Wabhrheitstafel fiir den Booleschen Wahrheitswertebereich B:

L K

Wir erhalten also

{(AK V BK),(AK — BK),((BK AN RL) - -AK),RL} IFp -~AK und
konnen damit sagen:

“Wenn die Aussagen” Bauteil A oder Bauteil B ist kaputtiind “daraus,
dass Bauteil A kaputt ist, folgt, dass Bauteil B kaputt ist” und... wahr
sind, ... dann kann man die Folgerung ziehen: die Aussage “das Bauteil
A ist heil” ist wahr.”

Erinnerung aus der ersten Vorlesung:

{(AK V BK),(AK — BK),((BK AN RL) - -AK),RL} - -AK
Beispiel Sei ¢ beliebige Formel mit atomaren Formeln in V. - Sei

B :V — B eine B-Belegung. Dann gilt

R A BK AKVBK AK — BK (BK ANRL) - 2AK RL -
0 0 0 0 1 0 ]
0 0 1 1 1 1 0 ]
0 1 0 1 0 1 0 (
0 1 1 1 1 1 0 (
1 0 0 0 1 1 1 ]
1 0 1 1 1 1 1 ]
1 1 0 1 0 1 1 (
1 1 1 1 1 0 1 (

$B(\1not\1lnot\phi\rightarrow\phi) = \rightarrow B(\lnot B\lnot B(B(\phi)),B(
Also ist $\lnot\lnot\phi\rightarrow\phi$ eine B-Tautologie (gilt ebenso fiir «

e Sei B:V — Hpg eine Hg-Belegung mit B(¢) = R\{0}. Dann
gelten
— B(—¢) = Inneres(R\B(¢)) = Inneres({0}) =
— B(——¢) = Inneres(R\B(—¢)) = Inneres(R) =R
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— B(==¢ = ¢) =—up (B(-¢), B(¢)) =—np (R,R\{0}) =
Inneres(R\{0} UR\R) = R\{0} #R = 1p,

Also ist = —¢ — ¢ keine H pr-Tautologie (gilt ebenso fiir die
Wahrheitswertebereiche K3 und F).

e Sei B:V — B eine B-Belegung. Dann gilt
B(6V ~¢) = maz(B(4),1 - B(#) =1 = 15.
Also ist ¢ V —¢ eine B-Tautologie (gilt ebenso fiir den
Wahrheitswertebereich Bg).

e Sei B:V — Hp eine Hp-Belegung mit B(¢) = R\{0}. Dann gilt
B(¢V =¢) = B(¢) UB(=¢) =R\{0} UD # 1.
Also ist ¢ V —¢ keine Hpg-Tautologie (gilt ebenso fiir die
Wahrheitswertebereiche K3 und F).

e Sei B:V — B eine B-Belegung. Dann gilt
B(~¢ — L) =g (B(~), B(L)) = maw(0,1— B(~¢)) =
1— (1 - B($)) = B(¢).
Also haben wir {—¢ — L} IF B¢ und {¢} IF B¢ — L.

e Ebenso erhilt man:

—{~¢— L}k, ¢
= {¢}IFrg ~¢p — L
— {¢—>L}IFr o
— {9} IF F-¢p - L
e Sei B: D — Hp eine Hi-Belegung mit B(¢) = R\{0}. Dann gilt
B(—~¢ — 1) = Inneres(B(L) UR\B(—¢)) =
Inneres(& UR\@) =R 2 B(¢).
also {—~¢ — L} Wup 6.
Es gilt aber {¢} IFap =¢ — L.

Zusammenfassung der Beispiele

B Bp Ks F Hpy
TFw —d—=¢ Y Y - R TF —¢ > ¢
o lrw ¢V - Y Y - - DoV o

=1} Fwe Y Y Y Y - -p— LYo
Frw 2 p—> 1L Y Y Y Y Y Py - — L

e Y in Spalte W:W-Folgerung gilt
e — in Spalte W:W-Folgerung gilt nicht

Uberblick: Wir haben definiert - T' - ¢ syntaktische
Folgerung - Theorem (“hypothesenlos ableitbar”) -

T IFw ¢ (semantische) W-Folgerung - W-Tautologie (“wird
immer zu 1y ausgewertet”)

Frage: Was ist die Beziehung zwischen diesen Begriffen, insbes. zwischen
“Theorem” und “W-Tautologie”? Da z.B. B-Folgerung # K3-Folgerung,
héngt die Anwort von W ab.

Korrektheit

Konnen wir durch mathematische Beweise zu falschen Aussagenkommen?
Konnen wir durch das natiirliche Schliefen zu falschen Aussagen
kommen?

Existiert eine Menge I' von Formeln und eine Formel ¢ mit I F ¢ und

T' fw @7 Fir welche Wahrheitswertebereiche W?

Frage fiir diese Vorlesung: Fiir welche Wahrheitswertebereiche W gilt
'@ =TFw ¢ bzw. ¢ ist Theorem = ¢ ist W-Tautologie?

Beispiel: Betrachte den Kleeneschen Wahrheitswertebereich K3. - Sei p

4
IEP_]W Also gilt @ Fp — p, d.h. p — p ist Theorem. - Sei

B Ks-Belegung mit B(p) = 4. Dann gilt

B(p — p) = maz(B(p),1 — B(p)) = %7 also

inf{B(vy)|y € @} =1 > % = B(p — p). Damit haben wir gezeigt
WKy p— p.

Die Implikation I' = ¢ = I' Fw ¢ gilt also NICHT fiir den Kleeneschen

Wahrheitswertebereich W = K3 und damit auch NICHT fiir den
‘Wahrheitswertebereich der Fuzzy-Logik F'.

atomare Formel.

Korrektheitslemma fiir nat. Schlieflen &
Wahrheitswertebereic
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Sei D eine Deduktion mit Hypothesen in der Menge I'" und
Konklusion ¢. Dann gilt I' Fg ¢, d.h.

inf{B(v)|y € T'} < B(yp) fiir alle passenden B-Belegungen
B.

Beweis: Induktion iiber die GroBe der Deduktion D (d.h. Anzahl der
Regelanwendungen). - I.A.: die kleinste Deduktion D hat die Form ¢ mit
Hypothese ¢ und Konklusion ¢. Sei B passendeB-Belegung. Hypothesen
von Dinl'= el =inf{B(y)|y€Tl}<B(p)=TkFpe-LV.:
Behauptung gelte fiir alle Deduktionen, die kleiner sind als D. - I.S.: Wir
unterscheiden verschiedene Fille, je nachdem, welche Regel als letzte

angewandt wurde. - (AI) Die Deduktion hat die Form ‘L/\g mit

@ = a A . Sei B passende B-Belegung. Nach IV gelten

inf{B(y)|y € '} < B(a) und inf{B(y)|y € I'} < B(B) und damit
inf{B(y)ly €T} < B(a) Ap B() = B(a A B) = B(¢). Da B belicbig
war, haben wir I' 5 ¢ gezeigt. - (VE) Die Deduktion D hat die Form
W Also gibt es Deduktion E mit Hypothesen in I" und

Konklusion a vV 8 und Deduktionen F' und G mit Hypothesen in I' U {a}
bzw. I' U {8} und Konklusion ¢. Sei B passende B-Belegung. Nach IV
gelten inf{B(7)|y € T} < B(a v 8) (1) inf{B(7)ly € T U{a}} < B(y)
(2) inf{B(v)|y € TU{B}} < B(y) (3) Wir unterscheiden zwei Fille: -
B(a) < B(A): inf{B()|y €T} < B(aV ) = B(a) V5 B(B) = B(8)
impliziert inf{B(v)|y € T} = inf{B(v)|y € TU{B}} < B(yp) -

B(a) > B(B): analog Da B beliebig war, haben wir I" k5 ¢ gezeigt. -

(= I) Die DeduktionDhat die Form —£ mit ¢ = a — 8. Sei B eine

passende B-Belegung. Nach IV gilt inf{B(v)|y € T U {a}} < B(B) Wir
unterscheiden wieder zwei Félle: - B(a) = 0:inf{B(y)|[y €T} <1=—p
(B(a), B(B)) = Bla — ) = B(g) - Bla) = 1: inf{B(y)|y € T} =
inf{B(1)ly € T U{a}} < B(8) =5 (B(a), B(B)) = B(a — 8) = B(p)
Da B beliebig war, habe wir I' kg ¢ gezeigt. - (raa) Die DeduktionDhat

die Form % Sei B eine passende B-Belegung. Nach IV gilt

inf{B(y)|y € TU{-¢}} < B(L) = 0. Wir unterscheiden wieder zwei
Fille: - inf{B(vy)|y € T'} = 0: dann gilt inf{B(y)|y € '} < B(p). -
inf{B(y)|y € T} = 1: Wegen inf{B(v)|y € T U{=p}} = 0 folgt

0 = B(—¢) = =5(B(¢)) und daher B(p) =1 > inf{B(v)|y € I'}. Da B
beliebig war, haben wir I' Fp ¢ gezeigt.

Ist die letzte Schlufiregel in der Deduktion D von der Form

(AI), (VE), (— I) oder (raa), so haben wir die Behauptung des Lemmas
gezeigt. Analog kann dies fiir die verbleibenden Regeln getan werden.

Korrektheitssatz fiir natiirliches Schliefflen &
Wahrheitswertebereich B

Fiir jede Menge von Formeln I' und jede Formel ¢ gilt
'Fep=TkFg e

Beweis: Wegen I' I ¢ existiert eine Deduktion D mit Hypothesen in I
und Konklusion ¢. Nach dem Korrektheitslemma folgt I' -5 .

Korollar: Jedes Theorem ist eine B-Tautologie.

Korrektheitssatz fiir natiirliches Schliefen &
Wahrheitswertebereich B

Fiir jede Menge von Formeln I' und jede Formel ¢ gilt
Fke=TkFgg e

Beweis: 1. Variante: verallgemeinere den Beweis von Korrektheitslemma
und Korrektheitssatz fiir B auf Bg (Problem: wir haben mehrfach
ausgenutzt, dass B = {0, 1} mit 0 < 1) 2. Variante: Folgerung aus
Korrektheitssatz fiir B.

Korollar: Jedes Theorem ist eine Bg-Tautologie.
Korrektheitslemma fiir nat. Schlieflen &
‘Wahrheitswertebereich H,,qthbbr

Sei D eine Deduktion mit Hypothesen in der Menge I' und
Konklusion ¢, die die Regel (raa) nicht verwendet. Dann
gilt T’ FHIK ®.

Beweis: dhnlich zum Beweis des Korrektheitslemmas fiir den
Wahrheitswertebereich B. Nur die Behandlung der Regel (raa) kann
nicht iibertragen werden.

Beispiel: Sei p eine atomare Formel.

1

1
raa)t
p

Also gilt {—~—p} F p, d.h. p ist syntaktische Folgerung von ——p. - Sei B
Hpmatnoor-Belegung mit B(p) = R\{0}. -

= B(—-—p) = RZR\{0} = B(p) - = ==p WH,,.inepr P> d-h. p ist keine
Hpathobr -Folgerung von ——p.

Korrektheitssatz fiir nat. Schliefen &
Wahrheitswertebereich H,,qthbbR

Fiir jede Menge von Formeln I' und jede Formel ¢ gilt
'k ¢ ohne (raa) = kg 00n @

Korollar: Jedes (raa)-frei herleitbare Theorem ist eine
H ,athvbr-Tautologie.

Folgerung: Jede Deduktion der Theoreme ——¢p — ¢ und ¢ V —¢ ohne
Hypothesen verwendet (raa).

Vollstidndigkeit

Koénnen wir durch mathematische Beweise zu allen korrekten Aussagen
kommen?

Koénnen wir durch das natiirliche Schlieflen zu allen korrekten Aussagen
kommen?

Existiert eine Menge I' von Formeln und eine Formel ¢ mit I' Fy ¢ und
T' I/ ¢? Fiir welche Wahrheitswertebereiche W7

Frage fiir diese Vorlesung: Fiir welche Wahrheitswertebereiche W gilt
I'Fw ¢ = T F ¢ bzw. ¢ ist W-Tautologie = ¢ ist Theorem?

Plan

Sei W einer der Wahrheitswertebereiche B, K3, F, Br, HymathbbR-
z.z.ist ' Fw ¢ = T'F .

dies ist dquivalent zu I' i/ ¢ = T Ifw .
hierzu gehen wir folgendermaflen vor:
T'WFw e

< I'U {—¢} konsistent

= JA C T' U {—¢} maximal konsistent
= A erfiillbar

= I'U {—} erfiillbar

T

=T e

Konsistente Mengen
Definition

Sei I' eine Menge von Formeln. I" heiflit inkonsistent, wenn
I' - L gilt. Sonst heifit I' konsistent.

Lemma

Sei I' eine Menge von Formeln und ¢ eine Formel. Dann
gilt T' I/ ¢ < I' U {—¢p} konsistent.
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Beweis: Wir zeigen “I' b ¢ < I' U {—¢} inkonsistent”: - Richtung “=",
gelte also I' - ¢. - = es gibt Deduktion D mit Hypothesen in I" und
Konklusion ¢ - = Wir erhalten die folgende Deduktion mit Hypothesen
in ' U {—¢} und Konklusion 1: =2 - = T U {-¢} F L, d.h.TU{-¢}
ist inkonsistent. - Richtung “<=”, sei also I' U {—¢} inkonsistent. - = Es
gibt Deduktion D mit Hypothesen in I' U {—¢} und Konklusion L. - =
Wir erhalten die folgende Deduktion mit Hypothesen in I" und

Konklusion ¢: i B A )

Maximal konsistente Mengen
Definition
Eine Formelmenge A ist maximal konsistent, wenn sie

konsistent ist und wenn gilt “>° D A konsistent
=5 =A".

Satz

Jede konsistente Formelmenge I ist in einer maximal
konsistenten Formelmenge A enthalten.

Beweis: Sei @1, ¢2, ... eine Liste aller Formeln (da wir abzdhlbar viele
atomare Formeln haben, gibt es nur abz&hlbar viele Formeln)

Wir definieren induktiv konsistente Mengen I',,: - Setze I'y = T - Setze
_ [T, U{pn} falls diese Menge konsistent

— I, sonst

Setze nun A = J,,~; I'n. 1. Wir zeigen indirekt, dass A konsistent ist:
Angenommen, A + L. - = Es gibt Deduktion D mit Konklusion L und
endlicher Menge von Hypothesen A’ C A. - = Es gibt n > 1 mit
A"CTI, -=T,F L, zuT', konsistent. Also ist A konsistent. 2. Wir
zeigen indirekt, dass A maximal konsistent ist. Sei also > D A
konsistent. Angenommen, >, # A. - = es gibt n € N mit ¢,, € > \A -
=T, U{en} CAU> => konsistent. - = ¢, € 'p41 C A, ein
Widerspruch, d.h. A ist max. konsistent.

Tnyr

Lemma 1
Sei A maximal konsistent und gelte A + ¢. Dann gilt
p € A.
Beweis: 1. Zunéchst zeigen wir indirekt, dass A U {¢} konsistent ist: -

Angenommen, AU {¢} F L. - = 3 Deduktion D mit Hypothesen in
A U {¢} und Konklusion L. - A ¢ = 3 Deduktion E mit Hypothesen
A

A
in A und Konklusion ¢. - = Wir erhalten die folgende Deduktion: —#-
Also $\Delta\vdash\bot$, ein Widerspruch zur Konsistenz von $\Delta$.

2. Da AU {¢} DO A konsistent und A maximal konsistent ist, folgt
A =AU{p}, dh p € A.

Lemma 2

Sei A maximal konsistent und ¢ Formel. Dann gilt
p & A pe A,

Beweis: - Zunichst gelte -¢ € A. Angenommen, ¢ € A. Dann haben wir
die Deduktion —#—2 und damit A - L, was der Konsistenz von A
widerspricht. - Gelte nun ¢ € A. - = A(AU{¢} = AU {¢} inkonsistent
(da A max. konsistent) - = Es gibt Deduktion D mit Hypothesen in
AU {¢} &Konklusion L. - = Wir erhalten die folgende Deduktion: %w -
= AF —p = -p € A (nach Lemma 1)

Erfiillbare Mengen

Definition

Sei I' eine Menge von Formeln. I' heif$t erfiillbar, wenn es
eine passende B-Belegung B gibt mit B(vy) = 1p fiir alle
vy erl.

Bemerkung - Die Erfiillbarkeit einer endlichen Menge I' ist entscheidbar:
- Berechne Menge V von in I' vorkommenden atomaren Formeln -
Probiere alle B-Belegungen B : V — B durch - Die Erfiillbarkeit einer
endlichen Menge T ist NP-vollstindig (Satz von Cook)
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Satz Sei A eine maximal konsistente Menge von Formeln.
Dann ist A erfiillbar.

Beweis: Definiere eine B-Belegung B mittels

B(pi) = ég 521:15“% €A wir zeigen fiir alle Formeln

p:B(p)=1p = p € A (¥)
Der Beweis erfolgt per Induktion iiber die Linge von ¢.

1. I.A.: hat ¢ die Liange 1, so ist ¢ atomare Formel. Hier gilt (*)
nach Konstruktion von B.

2. LV.: Gelte (*) fiir alle Formeln der Linge < n.

3. L.S.: Sei ¢ Formel der Léngen> 1. = Es gibt Formeln a und j
der Linge< n mit ¢ € {-a,a A B,aV B,a = B}.

e Wir zeigen (*) fiir diese vier Fille einzeln auf den folgenden
Folien.

e Zur Erinnerung: A max. konsistent, ¢ Formel

e Lemma 1: AFp=p€cA

e Lemma 2: p € A == —p € A

4. ¢ = a.
B(p)=1p <= Bla)=0p<=>ag¢A<=>A>a=¢
5. p =aAp.

e B(p)=1p = B(a) =B(B) =1 = a,8 € A = At ¢ denn
% ist Deduktion = ¢ € A.
e p€ A= AtF aund At §denn £ und % sind Deduktionen.

B
= o, € A= B(a),B(f) =1 == B(p) =18
3. p=aVp.

e B(p)=1p = B(a) = 1p oder B(B8) =1p

— angenommen, B(a) =1p = a € A = A+ ¢ denn <

Deduktion = ¢ € A
— angenommen, B(a) = 0 = B(B) = 1p. weiter analog.

ist
e ¢ € A. Dann gilt AU {—«a, -3} F L aufgrund der Deduktion

~a [off -3 [31°
, . B (F)
L 1L L (VE)E'

Also ist

1

Da A konsistent ist, folgt A # A U {—a, =3} und damit —« € A
oder =8 € A. = a € A oder 8 € A nach Lemma 2 = B(«a) = 1p
oder B(8) =1 = B(yp) =1p.

4. p=a — B.
e B(p)=1p = B(a) =0p oder B(f) =1 = ~a € A oder B € A

Aufgrund nebenstehender Deduktionen gilt in beiden Féllen
AFa—8=>pecA

~a [off

e ¢ € A. Angenommen, B(y) =0p == B(a) =1p,B(8) =08
= a €A B¢A= -8 €A Aufgrund der nebenstehenden
Deduktion gilt A+ L, d.h. A ist inkonsistent, im Widerspruch

zur Annahme. = B(p) = 1p

a @
»E
Fil

Lemma

Sei I' eine Menge von Formeln und ¢ eine Formel. Dann
gilt T If g ¢ <= I'U {—¢} erfiillbar.

Beweis: ' I g ¢ <== es gibt passende B-Belegung B mit
inf{B(y)|y € '} £ B(p) <= es gibt passende B-Belegung B mit
inf{B(y)|y € '} = 1p und B(y) = 0p <= es gibt passende
B-Belegung B mit B(y) = 1p fiir alle v € ' und B(—y) = 1p

<= ' U {—¢} erfiillbar

Beobachtung: Sei W einer der Wahrheitswertebereiche
B, K3, F,Hr und Bgr,I" eine Menge von Formeln und ¢
eine Formel. Dann gilt I' IF W = T' IF Bop.

Beweis: Sei B beliebige B-Belegung, die zu jeder Formel in I' U {¢} paBt.

definiere W-Belegung By durch By (pi) = {éx g%lrllSStB(p") =1p

per Induktion iiber die Formelgrofle kann man fiir alle Formeln 1, zu
denen B paBt, zeigen: By (¢) = {(1)“;"‘/ g%lrllsst_B(w) =l (¥

Wir unterscheiden zwei Fille: -

inf{B(M|y €T} =1p = inf{Bw )|y €T} = 1w (wegen ())

= 1w = Bw(p) (wegen ' lFw @) = 1 = B(yp) (wegen ())

= inf{B(v)]y €T} = 1p < B(g) und -

inf{B(7)|y €T} # 1p = inf{B(y)|y €T} =05

= inf{B(y)ly €T} =05 < B(y).

Da B beliebig war, gilt I' IFp .

Satz (Vollstindigkeitssatz)

Sei I' eine Menge von Formeln, ¢ eine Formel und W einer
der Wahrheitswertebereiche B, K3, F, Bg und Hgi. Dann
gilt I" IFyw ¢ = I'  ¢. Insbesondere ist jede W-Tautologie
ein Theorem.

Beweis: indirekt - I' I - I' U {—¢} konsistent - 3A D I' U { ~¢} maximal
konsistent - = A erfiillbar - I' U {—¢} erfiillbar - T IV g ¢
-TlFw e
Vollstidndigkeit und Korrektheit
Satz

Seien I' eine Menge von Formeln und ¢ eine Formel. Dann
gilt I' - ¢ == T' IFg ¢. Insbesondere ist eine Formel
genau dann eine B-Tautologie, wenn sie ein Theorem ist.

Beweis: Folgt unmittelbar aus Korrektheitssatz und Vollstéandigkeitssatz.

Bemerkung: - gilt fiir jede “Boolesche Algebra”, z.B. Bg -
I+ ¢ ohne (raa) <= T Iy, ¢ (Tarksi 1938)
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Folgerung 1: Entscheidbarkeit

Satz: die Menge der Theoreme ist entscheidbar.

Beweis: Sei ¢ Formel und V' die Menge der vorkommenden atomaren
Formeln. Dann gilt ¢ Theorem - <= ¢ B-Tautologie - <==> fiir alle
Abbildungen B : V — {0p, 15} gilt B(p) = 1p

Da es nur endlich viele solche Abbildungen gibt und B(¢) berechnet
werden kann, ist dies eine entscheidbare Aussage.

Folgerung 2: Aquivalenzen und Theoreme

Definition

Zwei Formeln « und S heilen dquivalent (o = ), wenn
fiir alle passenden B-Belegungen B gilt: B(a) = B(3).

Satz: Es gelten die folgenden Aquivalenzen: 1.

p1Vp2 =p2Vp1 2 (p1Vp2)Vps=p1V(p2Vps) 3
p1V (P2 Aps) = (p1Vp2) A(p1Vps) 4

—(p1 Vp2) = =p1 A -p2 5. p1 Vp1 =p1 6.

(p1 A=p1)Vp2 =p2 7. -mp1 =p1 8. p1 A—-p1 =L 9.
p1V-op1 = -1 10. p1 = p2 = —p1 V p2

Beweis: Wir zeigen nur die Aquivalenz (3): Sei B beliebige B-Belegung,
die wenigstens auf {p1, p2, p3} definiert ist. Dazu betrachten wir die
Wertetabelle: | B(p1) | B(pz2) | B(ps) | B(p1 V (p2 A ps)) |

B((p1 Vp2) A(p1Vps)) || | | \

105 |05 |05 |0p |05 ||05]|05|1p
|05 |0p | |08 |15 |05 |05 |0p||05|1p |1l |ls|1lp]||15 |08
|05 [1p |1 |1 |05 |15 |15 |1 |1 |1 |05 |15 |15 |15
|1 |15 |15 | 15 |

Die anderen Aquivalenzen werden analog bewiesen.

Aus dieser Liste von Aquivalenzen kénnen weitere hergeleitet werden:
Beispiel: Fiir alle Formeln a und 8 gilt =(a A 8) = —a VvV —f.

Beweis: ~(a A B) = 2(mna A ==8) = 2=(naV f) = ~a VoS

Bemerkung Mit den iiblichen Rechenregeln fiir
Gleichungen kénnen aus dieser Liste alle giiltigen
Aquivalenzen hergeleitet werden.

Zusammenhang zw. Theoremen und Aquivalenzen

Satz

Seien a und B zwei Formeln. Dann gilt
a = B <= (a +> () ist Theorem.

Beweis: o« = 8 - <==> fiir alle passenden B-Belegungen B gilt

B(a) = B(B) - = {a} Fp B und {8} IFp o - &= {a} F B und

{8} F a (nach Korrektheits- und Vollstéindigkeitssatz)

es bleibt z.z., dass dies dquivalent zu & F (a <> 8) ist. - =: Wir haben
also Deduktionen mit Hypothesen in {a} bzw. in {8} und Konklusionen
B bzw.a. Es ergibt sich eine hypothesenlose Deduktion von a < 3:
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[o]’

18]°

_p (—1)®

(—=1)°
a— 3 8= a
a=B)A(Boa) M

- <=: Wir haben also eine hypothesenlose Deduktion von a <> . Es
ergeben sich die folgenden Deduktionen mit Hypothesen 8 bzw. a und

Konklusionen a bzw. 3:
a—[BAL =«

a— AL —a
fo! a%ﬁ( I} B — «

A

(/\El)
—E)

(/\E2)
(—E)

Satz
Sei a eine Formel. Dann gilt « ist Theorem <= o = —L.

Beweis: « ist Theorem - <==> « ist B-Tautologie (Korrektheits- und
Vollstindigkeitssatz) - <= fiir alle passenden B-Belegungen B gilt
B(a) = 1p - <= fiir alle passenden B-Belegungen B gilt B(a) = B(—l)
-EeE=>a=1
Folgerung 3: Kompaktheit

Satz

Sei I' eine u.U. unendliche Menge von Formeln und ¢ eine

Formel mit T IFp . Dann existiert I'' C I' endlich mit

I iFg .

Beweis: I' IFg ¢ - = I' b ¢ (nach dem Vollstéandigkeitssatz) - = es gibt
Deduktion von ¢ mit Hypothesen ~1,...,v, € I" -

=T"={v1,..,7n} C T endlich mit TV - ¢ - = I’ IFg ¢ (nach dem
Korrektheitssatz).

Folgerung (Kompaktheits- oder Endlichkeitssatz)

Sei I' eine u.U. unendliche Menge von Formeln. Dann gilt
I unerfiillbar <== 3T C I" endlich: T'" unerfiillbar

Beweis: I' unerfiillbar - <== I' U {—_L} unerfiillbar - <= T IFp L - <=
es gibt IV C T endlich: IV IFg L - <= es gibt I C T endlich: I'" U {—=L}
unerfiillbar - <<= es gibt I C I" endlich: I"" unerfiillbar
1. Anwendung des Kompaktheitsatzes: Farbbarkeit
Definition
Ein Graph ist ein Paar G = (V, E) mit einer Menge V und
EC () ={XCV:|VIF2}. Fir W CV sei
G lw=(W,En (V;)) der von W induzierte Teilgraph. Der

Graph G ist 3-farbbar, wenn es eine Abbildung
f:V —{1,2,3} mit f(v) # f(w) fiir alle {v,w} € E.

Bemerkung: Die 3-Fiarbbarkeit eines endlichen Graphen ist
NP-vollstindig

Satz Sei G = (N, E) ein Graph. Dann sind &quivalent 1. G
ist 3-farbbar. 2. Fiir jede endliche Menge W C N ist G |w
3-farbbar.

Beweis: - 1. = 2. trivial - 2. = 1. Sei nun, fiir alle endlichen Menge

W C N, der induzierte Teilgraph G [w 3-farbbar.

Wir beschreiben zunéchst mit einer unendlichen Menge I' von Formeln,
dass eine 3-Farbung existiert: - atomare Formeln p,, . fir n € N und

¢ € {1,2,3} (Idee: der Knoten n hat die Farbe c) - I" enthélt die
folgenden Formeln: - fiir alle n € N : pp,1 V pn,2 V pp,3 (der Knoten n ist
gefirbt) - fiir alle n € N : Ay, g<3 7(Pn,c APn,a) (der Knoten n ist nur
mit einer Farbe gefdrbt) - fiir alle {m,n} € E: A\j<c.<c3 7 (Pm,c A Pn,c)
(verbundene Knoten m und n sind verschieden geféirbt)

Behauptung: Jede endliche Menge A C I ist erfiillbar.

Begriindung: - Da A endlich ist, existiert endliche Menge W C N, so
dass jede atomare Formel in A die Form p,, . fiir ein n € W und ein

¢ € {1, 2,3} hat. - Nach Annahme existiert fi : W — {1, 2,3} mit
fw(m) # f(n) fa. {m,n} € EN (V;) - Definiere

B : {pn,cln € W,1 < ¢ <3} — {0,1} durch

B(pn,c) = {(1) g%gsstfw (n)=ec _ Diese Belegung erfiillt A, d.h. A ist
erfiillbar, womit die Behauptung gezeigt ist.

Nach dem Kompaktheitssatz ist also I' erfiillbar. Sei B erfiillende
Belegung. Fiir n € N existiert genau ein ¢ € {1, 2, 3} mit B(pn,.) = 1.
Setze f(n) = c. Dann ist f eine giiltige Farbung des Graphen G.

2. Anwendung des Kompaktheitsatzes:
Parkettierungen

Idee: Gegeben ist eine Menge von quadratischen Kacheln mit gefarbten
Kanten. Ist es moglich, mit diesen Kacheln die gesamte Ebene zu
fiillen,so dass aneinanderstoflende Kanten gleichfarbig sind?

Beriihmtes Beispiel: Mit diesen 11 Kacheln kann die Ebene gefiillt
werden, aber dies ist nicht periodisch mdoglich.

A2
N2
KA

Definition

Ein Kachelsystem besteht aus einer endlichen Menge C
von “Farben” und einer Menge K von Abbildungen
{N,O,S,W} — C von “Kacheln”. Eine Kachelung von
G C Z x Z ist eine Abbildung f: G — K mit -

(i 9)(N) = £(i,5 + 1)(S) fiir alle (i, ), (i, +1) € G -
£ )(0) = Fi +1,5)(W) fiir alle (1)), (i + 1,5) € G
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Satz

Sei K ein Kachelsystem. Es existiert genau dann eine
Kachelung von Z x Z, wenn fiir jedes n € N eine
Kachelung von {(¢, j) : |4, |j| < n} existiert.

Beweis: - = trivial - <=: Wir beschreiben zunéchst mit einer unendlichen
Menge I' von Formeln, dass eine Kachelung existiert: atomare Formeln
Pk,i,j fir k € K und i,j € Z (Idee: an der Stelle (i, j) liegt die Kachel k,
d.h. f(4,j) = k) Fiir alle (¢, j) € Z enthélt T’ die folgenden Formeln: -
eine der Kacheln aus K liegt an der Stelle (i,5) : V¢ Pk,i,j - es liegen
nicht zwei verschiedene Kacheln an der Stelle

(4,9) : Ay, k’GK kzk! "(Ph,i,j APys i ;) - Kacheln an Stellen (i,7) und
(i,5 + 1) “passen iibereinander”: V. 1/ 1 ny=i’ (s) (Pryivi A Prt i jg1) -
Kacheln an Stellen (4, j) und (i + 1, j) “passen nebeneinander”:

Viw e k(wy=r' (0) (Ph,ind A Pr/ it1,5)

Sei nun A C I'" endlich. - = es gibt n € N, so dass A nur atomare
Formeln der Form py ;,; mit ||, |j| < n enthilt. - Voraussetzung = es
gibt Kachelung g : {(¢,7) : |i|, |j| < n} — K fiir k € K und |3, |j| <n
definiere B(pg,i,;) = {%)g 2?)%260(17]) =k 5 B(o) = 1p fiir alle

o € A (da g Kachelung) - Also haben wir gezeigt, dass jede endliche
Teilmenge von I' erfiillbar ist. - Kompaktheitssatz = es gibt B-Belegung
B mit B(y) = 1p fiir alle vy € T - = es gibt Abbildung f: Z x Z -+ K
mit f(i,5) = k <= B(pk,i,;) = 1. - Wegen B I T ist dies eine
Kachelung.

Weitere Anwendungen des Kompaktheitsatzes - abz. partielle Ordnungen
sind linearisierbar - abz. Gleichungssystem iiber Zg losbar <==- jedes
endliche Teilsystem lésbar - Heiratsproblem - Kénigs Lemma (Ubung) -
Bemerkung: Der Kompaktheitssatz gilt auch, wenn die Menge der
atomaren Formeln nicht abzidhlbar ist. Damit gelten die obigen Aussagen
allgemeiner: - 3-Farbbarkeit: beliebige Graphen - Linearisierbarkeit:
beliebige partielle Ordnungen - Lésbarkeit: beliebig grofie
Gleichungssysteme iiber Zs - ...

Erfiillbarkeit
Erfiillbarkeitsproblem

Eingabe: Formel T"
Frage: existiert eine B-Belegung B mit B(I') = 15.

e offensichtlicher Algorithmus: probiere alle Belegungen durch (d.h.
stelle Wahrheitswertetabelle auf)— exponentielle Zeit

e “Automaten, Sprachen und Komplexitéit”: das Problem ist
NP-vollstandig

e niichstes Ziel:spezielle Algorithmen fiir syntaktisch eingeschrinkte
Formeln I’

e Spitere Verallgemeinerung dieser Algorithmen (letzte Vorlesung
des Logik-Teils von “Logik und Logikprogrammierung”) bildet
Grundlage der logischen Programmierung.

Hornformeln (Alfred Horn, 1918-2001)
Definition
Eine Hornklausel hat die Form
(mL Ap1i Ap2 A... App) — ¢ fiir n > 0, atomare Formeln

P1, P2, ..., pn und g atomare Formel oder ¢ = L. Eine
Hornformel ist eine Konjunktion von Hornklauseln.

Schreib- und Sprechweise - {p1, p2, ..., pn } — ¢ fiir Hornklausel
(mL Ap1 Ap2 A...Apy) — q insbes. @ — ¢ fiir -L — q -
{(M; — q:)|1 <4 < n} fir Hornformel A, ., . (M; — q;)

Bemerkung, in der‘Literatur auch: - {-p1, —p2, ..., pn, ¢} fir
{p1,...,Pn} — ¢ mit g atomare Formel - {-p1, -p2, ..., py } fiir
{p1,....,pn} — L - 0O fiir & — L, die “leere Hornklausel”

Markierungsalgorithmus

e Eingabe: eine endliche Menge I' von Hornklauseln.
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1. while es gibt in I" eine Hornklausel M — g, so dass alle p € M
markiert sind und g unmarkierte atomare Formel ist: do markiere
g (in allen Hornklauseln in I")

2. if I" enthilt eine Hornklausel der Form M — L, in der alle p € M
markiert sind then return “unerfiillbar” else return “erfiillbar”

Beweis einer Folgerung: Beispiel - Ziel ist es, die folgende Folgerung zu
zeigen: {(AK V BK),(AK — BK),(BK N RL - -AK),RL} IF -AK -
Lemma: man mufl Unerfiillbarkeit der folgenden Menge zeigen:

{(AK v BK),(AK — BK),(BK AN RL - -AK), RL,-—=AK} - Dies ist
keine Menge von Hornklauseln! - Idee: ersetze BK durch —~BH in allen
Formeln. - Ergebnis: - Aus AK V BK wird

-BHV AK = BH -+ AK = {BH} - AK. - Aus AK — BK wird

AK —- -BH = -AK V -BH = AK/\BH—}L—{AKBH}—>L.—
Aus BK AN RL — ~AK wird -BH AN RL — -AK

BH V —-RLV -AK = RL/\AK%BH_{RLAK}HBH—

RL = (@ — RL) - ~—AK = (& — AK) - Wir miissen also zeigen, dass
die folgende Menge von Hornklauseln unerfiillbar ist:

{{BH} - AK,{AK,BH} — 1L, {RL,AK} - BH,& — RL,@ — AK}
Der Markierungsalgorithmus geht wie folgt vor: 1. Runde: markiere RL
aufgrund der Hornklausel @ — RL 2. Runde: markiere AK aufgrund der
Hornklausel @ — AK 3. Runde: markiere BH aufgrund der Hornklausel
{RL,AK} - BH

dann sind keine weiteren Markierungen moéglich.

In der Hornklausel {AK, BH} — L sind alle atomaren Formeln aus
{AK, BH} markiert. Also gibt der Algorithmus aus, dass die Menge von
Hornklauseln nicht erfiillbar ist.

Nach unserer Herleitung folgern wir, dass das Teil A heil ist.

1. Der Algorithmus terminiert: in jedem Durchlauf der while-Schleife
wird wenigstens eine atomare Formel markiert. Nach endlich
vielen Schritten terminiert die Schleife also.

2. Wenn der Algorithmus eine atomare Formelgmarkiert und wenn
B eine B-Belegung ist, die I" erfiillt, dann gilt B(q) = 1. Beweis:
wir zeigen induktiv iiber n: Wenn ¢ in einem der ersten n
Schleifendurchlédufe markiert wird, dann gilt B(q) = 15.

e I.A. Die Aussage gilt offensichtlich fiir n = 0.

e L.S. werde die atomare Formel g in einem der ersten n
Schleifendurchlédufe markiert. Dann gibt es eine Hornklausel
{p1,p2,...,pL} — ¢, so dass p1,...,p in den ersten n — 1
Schleifendurchldufen markiert wurden. Also gilt

B(p1) = ... = B(pr) = 1 nach IV. Da B alle Hornformeln aus I'
erfiillt, gilt insbesondere B({p1,p2,...,pr} — q) = 15 und damit
B(q) = 1B~

3. Wenn der Algorithmus “unerfiillbar” ausgibt, dann ist T’
unerfiillbar. Beweis: indirekt, wir nehmen also an, dass der
Algorithmus “unerfiillbar” ausgibt, B aber eine B-Belegung ist,
die T erfiillt. Sei {p1,...,pr} — L die Hornklausel aus T, die die
Ausgabe “unerfiillbar” verursacht (d.h. die atomaren Formeln
p1, ..., pr sind markiert). Nach 2. gilt B(p1) = ... = B(px) = 15,
also B({p1,p2,...,px} — 1) = 0p im Widerspruch zur Annahme,
dass B alle Hornklauseln aus I' erfiillt. Also kann es keine
erfiillende B-Belegung von I' geben.

4. Wenn der Algorithmus “erfiillbar” ausgibt, dann erfiillt die
folgende B-Belegung alle Formeln aus I':
B(p;) = él)g der Algorithmus markiert p;

sonst

e Sei M — q eine beliebige Hornklausel aus T'.

e Ist ein p € M nicht markiert, so gilt B(A\,c,, p) = 05 und
damit B(M — q) = 1p.

e Sind alle p € M markiert, so wird auch ¢ markiert, also
B(q) = 1 und damit B(M — q) = 1p.

e Gilt ¢ = L, so existiert unmarkiertes p € M (da der
Algorithmus sonst “unerfiillbar” ausgegeben hétte), also
B(M — 1) = 1p wie im ersten Fall. Also gilt
B(M — q) = 1p fiir alle Hornklauseln aus I', d.h. I ist
erfiillbar.

Beweis:

Satz

Sei I endliche Menge von Hornklauseln. Dann terminiert
der Markierungsalgorithmus mit dem korrekten Ergebnis.

Beweis: Die Aussagen 1.-4. beweisen diesen Satz.

Bemerkungen: - Mit einer geeigneten Implementierung lauft der
Algorithmusin linearer Zeit. - Wir haben sogar gezeigt, dass bei Ausgabe
von “erfiillbar” eine erfiillende B-Belegung berechnet werden kann.

SLD-Resolution
Definition

Sei I' eine Menge von Hornklauseln. Eine SLD-Resolution
aus I' ist eine Folge (Mo — L, My — L, ..., M,, — L) von
Hornklauseln mit - (Mo — L) € I' - fiir alle 0 <n < m
existiert (N — ¢) € I' mit ¢ € M,, und

Mn+1 = Mn\{q} UN

Beispiel: - I' = {{BH} — AK,{AK, BH} — 1,{RL,AK} — BH, & —
RL,% — AK} - My = {AK, BH} -

M; = Mo\{BH} U {RL,AK} = {RL, AK} -

My = Ml\{RL} Ug = {AK} - M3 = Mg\{AK} Ug =9

Lemma A

Sei I' eine (u.U. unendliche) Menge von Hornklauseln und
(Mo — L, My — L,...,M,, — 1) eine SLD-Resolution
aus I' mit M,,, = &. Dann ist I' nicht erfiillbar.

Beweis: - indirekt: angenommen, es gibt B-Belegung B mit

B(N — q) = 1p fiir alle (N — q) € I". - Wir zeigen fiir alle 0 <n < m
per Induktion iiber n: es gibt p € M,, mit B(p) = 0p (4) - LA.:
n=0:(My— L,...) SLD-Resolution = (Mo — L) € T" -

= B(Mp — 1) =1p - = es gibt p € My mit B(p) =0p - I.V.: sei
n<mund p € M, mit B(p) =0 - LS:: (..., My = L, Mp41 — L,...)
SLD-Resolution = es gibt (N — ¢q) € I’ mit M,,41 = M, \{¢} UN und
q € M,,. Zwei Fille werden unterschieden: 1. p # q: dann gilt p € M,, 1
mit B(p) =0 2. p=¢q: (N —q) €' = B(N — q) = 1p es gibt

p’ € N C M, 41 mit B(p’) = 0p in jedem der zwei Fille gilt also (4) fiir
n + 1. - Damit ist der induktive Beweis von (4) abgeschlossen. - Mit

m = n haben wir insbesondere “es gibt p € M,, mit B(p) = 0p” im
Widerspruch zu M,, = &. Damit ist der indirekte Beweis abgeschlossen.

Lemma B

Sei I' eine (u.U. unendliche) unerfiillbare Menge von

Hornklauseln. Dann existiert eine SLD-Resolution
(Mo — L,...;M,,, - L) aus T mit M,, = &.

Beweis: Endlichkeitssatz: es gibt A C I" endlich und unerfiillbar. Bei
Eingabe vonA terminiert Markierungsalgorithmus mit “unerfiillbar” -

r > 0... Anzahl der Runden - ¢;... Atomformel, die in ¢ Runde markiert
wird (1 << r)

Behauptung: Es gibt m < r und SLD-Resolution (Mg — L, ..., M,, — 1)
aus A mit M,, = & und M,, C {q1,92,...,qr—n} f.a. 0 < n < m. (5)
Beweis der Behauptung: Wir konstruieren die Hornklauseln M; — L
induktiv: - I.A.: Da der Markierungsalgorithmus mit “unerfiillbar”
terminiert, existiert eine Hornklausel (Mo — L) € I’ mit

Mo C {q1,...,qr—0}. (Mo — L) ist SLD-Resolution aus A, die (5)
erfiillt. - I.V.: Sei n < r und (My — L,..., M,, — L) SLD-Resolution, so
dass (5) gilt. - I.S.: wir betrachten drei Félle: 1. Fall M,, = @: mit

m := n ist Beweis der Beh. abgeschlossen. 2. Fall n = r: Nach (5) gilt
M, C{q1,...,qr—n} = . Mit m := n ist der Beweis der Beh.
abgeschlossen. 3. Fall n < r und M,, # &. Sei k maximal mit

qr € My, € {q1,92, s @r—n}. Also existiert (N — qx) € A, so dass

N C{q1,...,qr—1}. Setze

Mpy1 = Mp\{gx} UN C {q1, s qr—1} S{q1, s, @r—(ny1) }-

Damit ist der induktive Beweis der Beh. abgeschlossen, woraus das
Lemma unmittelbar folgt.
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Satz

Sei I" eine (u.U. unendliche) Menge von Hornklauseln.
Dann sind dquivalent: 1. I" ist nicht erfiillbar. 2. Es gibt
eine SLD-Resolution (Mg — L, M; — L,...,M,, — 1)
aus I’ mit M,, = 9.

Beweis: Folgt unmittelbar aus Lemmata A und B.
Beispiel: I' = {{a,b} — L,{a} = ¢,{b} = ¢,{c} = a,@ — b; alle
SLD-Resolutionen ausI’ kann man durch einen Baum beschreiben:

{a,b} = L
K3 Ka
/ \
{c,b} = L {a} = L
K Ka
YN T B
{a,b} = L {b} = L {c} = L {c}— L
Ks/ Ka ‘ Ka /K1 Kz\ Kl/ \:2
wie oben 0— 1 {a}—L {b} — L si¢he links
|1 |
{e} =L 0 — L
K1 Ko
wie oben

Die Suche nach einer SLD-Resolution mit M,, = @ kann grundsitzlich
auf zwei Arten erfolgen: - Breitensuche: - findet SLD-Resolution mit
M,, = @ (falls sie existiert), da Baum endlich verzweigend ist (d.h. die
Niveaus sind endlich) - hoher Platzbedarf, da ganze Niveaus
abgespeichert werden miissen (in einem Binédrbaum der Tiefe n kann es
Niveaus der Gréfie 2" geben) - Tiefensuche: - geringerer Platzbedarf (in
einem Bindrbaum der Tiefe n hat jeder Ast die Linge < n) - findet
existierende SLD-Resolution mit M,, = @ nicht immer (siche Beispiel)

Zusammenfassung Aussagenlogik

e Das natiirliche Schlieen formalisiert die “iiblichen” Argumente in
mathematischen Beweisen.

e Unterschiedliche Wahrheitswertebereiche formalisieren
unterschiedliche Vorstellungen von “Wahrheit”.

e Das natiirliche Schlieflen ist vollstdndig und korrekt fiir den
Booleschen Wahrheitswertebereich.

e Der Markierungsalgorithmus und die SLD-Resolution sind
praktikable Verfahren, um die Erfiillbarkeit von Hornformeln zu
bestimmen.
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Kapitel 2: Priadikatenlogik

Beispiel: Graphen

Um iiber diesen Graphen Aussagen in der Aussagenlogik zu machen,
verwenden wir Formeln ¢; ; fiir 1 <4,5 < 9 mit

- _ [—~L  falls(vi,v;)Kante
¥i3 = L sonst
V1<i,j<9 @i,; sagt aus, dass der Graph eine Kante enthilt. - Die

- Die aussagenlogische Formel

aussagenlogische Formel A\, ;¢ \/1<J.<9 ©i,j sagt aus, dass jeder
Knoten einen Nachbarn hat - Die aussagenlogische Formel
Vlgi,j,kggvemchieden @i, j N @ik N @i sagt aus, dass der Graph ein
Dreieck enthélt. Man kann so vorgehen, wenn der Graph bekannt und
endlich ist. Sollen analoge Aussagen fiir einen anderen Graphen gemacht
werden, so ist die Kodierungsarbeit zu wiederholen.

Beispiel: Datenbanken - Im folgenden reden wir iiber die Studenten und
die Lehrenden in Veranstaltungen zur Theoretischen Informatik in
diesem Semester. Betrachte die folgenden Aussagen: - Jeder ist Student
oder wissenschaftlicher Mitarbeiter oder Professor. - Dietrich Kuske ist
Professor. - Kein Student ist Professor. - Jeder Student ist jiinger als
jeder Professor. - Es gibt eine Person, die an den Veranstaltungen “Logik
und Logikprogrammierung” und “Algorithmen und Datenstrukturen”
teilnimmt. - Es gibt eine Person, die kein wissenschaftlicher Mitarbeiter
ist und nicht an beiden Veranstaltungen teilnimmt. - Jeder Student ist
jinger als die Person, mit der er am besten iiber Informatik reden kann.
- Um sie in der Aussagenlogik machen zu kénnen, miissen wir atomare
Aussagen fiir “Hans ist Student”, “Otto ist jiinger als Ottilie” usw.

einfithren. Dies ist nur moglich, wenn 1. alle involvierten Personen

bekannt sind und fest stehen und 2. es nur endlich viele involvierte
Personen gibt. - Sollen analoge Aussagen fiir das vorige oder das

kommende Jahr gemacht werden, so ist die gesamte Kodierungsarbeit
neu zu machen.

Kodierung in einer “Struktur”

e Grundmenge: Die Studenten und die Lehrenden in
Veranstaltungen zur Theoretischen Informatik in diesem
Sommersemester
Teilmengen:

S(z) “x ist Student”

LuLP(z) “x nimmt an der Veranstaltung LuLP teil”

AuD(z) “x nimmt an der Veranstaltung AuD teil”

Pr(z) “x ist Professor”

WM (z) “x ist wissenschaftlicher Mitarbeiter”

Relationen:

J(z,y) “x ist jlinger als y”

Funktion:

f(z) ist diejenige Person (aus dem genannten Kreis), mit der x
am besten iiber Informatik reden kann.

Konstante:
dk Dietrich Kuske

Die in der Aussagenlogik nur schwer formulierbaren Aussagen werden
nun - Fiir alle z gilt S(z) V WM (z) V Pr(z) - Pr(dk) - Fiir alle z gilt
S(z) = —Pr(x) - Fiir alle z und y gilt (S(z) A Pr(y)) — J(z,y) - Es
gibt ein  mit LuLP(x) A AuD(z) - Es gibt ein z mit
((nLuLP(z)V—~AuD(xz)) A=W M(x)) - Fiir alle z gilt S(x) — J(z, f(x))
Bemerkung: Diese Formulierungen sind auch brauchbar, wenn die
Grundmenge unendlich ist. Sie sind auch unabhéngig vom Jahr (im
néchsten Jahr kénnen diese Folien wieder verwendet werden).

Ziel - Wir wollen in der Lage sein, iiber Sachverhalte in “Strukturen”
(Graphen, Datenbanken, relle Zahlen, Gruppen... ) zu reden. - Dabei
soll es “Relationen” geben, durch die das Enthaltensein in einer
Teilmenge oder Beziehungen zwischen Objekten ausgedriickt werden
koénnen (z.B. S(z), J(x,y),... ) - Weiter soll es “Funktionen” geben,
durch die Objekte (oder Tupel von Objekten) auf andere Objekte
abgebildet werden (z.B. f) - Nullstellige Funktionen (ohne Argumente):
Konstante (z.B. dk)

Fragen - Nach welchen Regeln bildet man korrekte Formeln? - Was ist
eine Struktur? - Wann hat eine Aussage in einer Struktur eine
Bedeutung (ist “sinnvoll”)? - Wann “gilt” eine Aussage in einer
Struktur? - Gibt es Formeln, die in allen Strukturen gelten? - Kann man
solche Formeln algorithmisch identifizieren? Gibt es einen Beweiskalkiil
wie das natiirliche Schliefen oder die SLD-Resolution? - .........

Syntax der Pradikatenlogik

Formeln machen Aussagen iiber Strukturen. Dabei hat es keinen Sinn zu
fragen, ob eine Formel, die iiber Studenten etc. redet, im Graphen G gilt.

Definition

Eine Signatur ist ein Tripel > = (92, Rel, ar), wobei  und
Rel disjunkte Mengen von Funktions- und Relationsnamen
sind und ar : Q U Rel — N eine Abbildung ist.

Beispiel: Q = {f, dk} mit ar(f) = 1,ar(dk) = 0 und

Rel = {S, LuLP, AuD, Pr, WM, J} mit

ar(S) = ar(LuLP) = ar(AuD) = ar(Pr) = ar(WM) = lundar(J) = 2
bilden die Signatur der Datenbank von vorhin. - typische
Funktionsnamen: f, g, a,b... mit ar(f), ar(g) > 0 und ar(a) = ar(b) =0
- typische Relationsnamen: R, S, ...

Definition
Die Menge der Variablen ist Var = {zo, z1,...}.

Definition

Sei ) eine Signatur. Die Menge T~ der ) -Terme ist
induktiv definiert: 1. Jede Variable ist ein Term, d.h.
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Var CTs: 2. ist f € Q mit ar(f) = k und sind
t1,...,tx € T, so gilt f(t1,...,tx) € T 3. Nichts ist
>~--Term, was sich nicht mittels der obigen Regeln
erzeugen laf3t.

Beispiel:In der Signatur der Datenbank von vorhin haben wir u.a. die
folgenden Terme: - z1 und zg - f(zo) und f(f(z3)) - dk() und f(dk()) -
hierfiir schreiben wir kiirzer dk bzw. f(dk)

Definition

Sei > Signatur. Die atomaren y_-Formeln sind die
Zeichenketten der Form - R(¢1,ta, ..., ty) falls
t1,t2,...,tx € Ty und R € Rel mit ar(R) = k oder -
t1 =t falls t1,t2 € T oder - L.

Beispiel: In der Signatur der Datenbank von vorhin haben wir u.a. die
folgenden atomaren Formeln: - S(z1) und LuLP(f(z4)) - S(dk) und
AuD(f(dk))

Definition

Sei ) Signatur. Y -Formeln werden durch folgenden
induktiven Prozef definiert: 1. Alle atomaren ) -Formeln
sind ) -Formeln. 2. Falls ¢ und ¥ > -Formeln sind, sind
auch (¢ A ¥),(¢ V ¥) und (¢ — ¥) > -Formeln. 3. Falls ¢
eine > -Formel ist, ist auch = eine > -Formel. 4. Falls ¢
eine » -Formel und « € Var, so sind auch Vzy und Jzp
>--Formeln. 5. Nichts ist ) _-Formel, was sich nicht mittels
der obigen Regeln erzeugen 1a8t.

Ist die Signatur ) aus dem Kontext klar, so sprechen wir einfach von
Termen, atomaren Formeln bzw.Formeln.

Beispiel:In der Signatur der Datenbank von vorhin haben wir u.a. die
folgenden Formeln: - Vo (S(zo) V WM (z9) V Pr(zo)) - Pr(dk) -

Va3 (S(x3) = —Pr(xs)) - VeoVaa ((S(xo) A Pr(z2)) — J(zo,x2)) -
Jz1(LuLP(x1) AN AuD(z1)) -

Jzo((nLuLP(xz2) V nAuD(z2)) A WM (z2)) -

Vz1(S(z1) — J(21, f(@1)))

Wir verwenden die aus der Aussagenlogik bekannten Abkiirzungen, z.B.
steht ¢ <> ¥ fiir (¢ — V) A (T — ).

Zur verbesserten Lesbarkeit fiigen wir mitunter hinter quantifizierten
Variablen einen Doppelpunkt ein, z.B. steht JzVy : ¢ fiir JzVyep
Ebenso verwenden wir Variablennamen z,y,z u.i.

Préazedenzen: —, Vz, 3z binden am stédrksten

Beispiel: (=Vz : R(z,y) A 3z : R(x, z)) — P(x,y, z) steht fiir

(~(Va : Rz, y)) A3z : R(z, 2)) = P(a,y, 2))

Aufgabe

Im folgenden seien - P ein-stelliges, @ und R zwei-stellige
Relationssymbole, - a null-stelliges und f ein-stelliges Funktionssymbol
und - z,y und z Variable.

Welche der folgenden Zeichenketten sind Formeln? | | | |

| — | | ¥aP(a) | ja | |

¥23y(Q(x, y) V R(x)) | nein | | vaQ(z,2) — JzQ(w,y) | ja |
YaP(f(2)) V¥ x Q(xx)8$ | ja | | Ya(P(y) A VyP(z) | ja | |

P(z) — 3zQ(x, P(x)) | nein | | Vf3zP(f(x)) | nein |

Definition

Sei > eine Signatur. Die Menge FV (¢) der freien
Variablen einer Y -Formel ¢ ist induktiv definiert: - Ist ¢
atomare Y -Formel, so ist F'V (¢) die Menge der in ¢
vorkommenden Variablen. - FV (oO¥) = FV(p) U FV(¥)
fir D e {A,V,—=} - FV(-¢) = FV(p) -

FV (3zp) = FV(Vzp) = FV(¢)\{z}. Eine > -Formel ¢ ist
geschlossen oder ein ) -Satz, wenn FV (p) = & gilt.

Was sind die freien Variablen der folgenden Formeln? Welche Formeln
sind Sétze? | | freie Variablen? | Satz? | |
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—— | | VzP(a) | nein | ja | | VzQ(z,z) = JzQ(z,y) | y
VzP(z) VVzQ(z,z) | nein | ja | | Vz(P(y) A VyP(z)) |
Vo (~VyQ(z,y) A R(z,y)) | y | nein | |

32(Q(z, %) V R(y, 2)) — Jy(R(z, y) A Q(x, 2)) | x,y,z | nein | |
Jz(=P(x) v P(f(a))) | nein | ja | | P(z) — 3zP(z) | x | nein | |
Javy((P(y) — Qz,)) V ~P(x)) | x | nein | | Jo¥aQ(z, ) | nein | ja
Semantik der Préddikatenlogik - Erinnerung: Die Frage “Ist die
aussagenlogische Formel ¢ wahr oder falsch?” war sinnlos, denn wir
wissen i.a. nicht, ob die atomaren Aussagen wahr oder falsch sind. -
Analog: Die Frage “Ist die pridikatenlogische Formel ¢ wahr oder
falsch?” ist sinnlos, denn wir wissen bisher nicht, tiber welche Objekte,
iiber welche “Struktur” ¢ spricht.

nein | |
\

\
y | nein | |

Definition

Sei > eine Signatur. Eine ) -Struktur ist ein Tupel

A= (UA, (fA)fEQ, (RA)RERSZ), wobei - UA eine
nichtleere Menge, das Universum, - R4 ) UZT(R) eine
Relation der Stelligkeit ar(R) fiir R € Rel und -

FA UzT(f) — Ua eine Funktion der Stelligkeit ar(f) fiir
f € Q ist.

Bemerkung: U = {()}. - Also ist a®* : U — U fiir a € Q mit

ar(a) = 0 vollstindig gegeben durch a®(()) € Ua. Wir behandeln
0-stellige Funktionen daher als Konstanten. - Weiterhin gilt R4 = &
oder R = {()} fiir R € Rel mit ar(R) = 0.

Beispiel: Graph - Sei > = (2, Rel, ar) mit Q@ = &, Rel = {E} und

ar(E) = 2 die Signatur der Graphen. - Um den Graphen als Y -Struktur
A = (UA, EA) zu betrachten, setzen wir - UA = {v1,v2,...,v9} und -
EA = {(vi,v;)|(vi, vj)istKante}

Im folgenden sei ) eine Signatur, A eine Y -Struktur und p: Var — Ua
eine Abbildung (eine Variableninterpretation). Wir definieren eine
Abbildung p’ : T>" — Uy induktiv fiir t € Ts-: - ist t € Var, so setze
p'(t) = p(t) - ansonsten existieren f € Q mit ar(f) = k und

t1,...,tx € Ty> mit t = f(t1,...,tx). Dann setze

p'(t) = fA(p'(t1), ..., p'(tr)). Die Abbildung p’ ist die iibliche
“Auswertungsabbildung”. Zur Vereinfachung schreiben wir auch p(t) an
Stelle von p’(t).

Beispiel: - Seien A = (R, f4,a?) mit f* die Subtraktion und a
nullstelliges Funktionssymbol mit a® = 10. Seien weiter #,y € Var mit
p(xz) = 7 und p(y) = —2. Dann gilt

p(f(a, f(z,9))) = pla) = (p(z) = p(y)) = a® — (p(z) — p(y)) = 1 - Seien
A= (2, A, aA) mit f* die Maximumbildung, a nullstelliges
Funktionssymbol mit a® = 10. Seien weiter z,y € Var mit p(z) =7 und
p(y) = —2. In diesem Fall gilt p(f(a, f(z,y))) =

maz(p(a), maz(p(x), p(y)) = maz(a’, max(p(x), p(y))) = 10
Bemerkung: Wir miissten also eigentlich noch vermerken, in welcher
Struktur p(t) gebildet wird - dies wird aber aus dem Kontext immer klar
sein.

Fiir eine > -Formel ¢ definieren wir die Giiltigkeit in einer Y -Struktur A
unter der Variableninterpretation p (in Zeichen: A Ik, ¢) induktiv: -
Alr, L gilt nicht. - A, R(t1, ..., tg) falls (p(t1), ..., p(tx)) € R fiir

R € Rel mit ar(R) = k und t1,...,t € Ts. - Alb, t1 = to falls

p(tl) = p(tQ) fiir t1,t2 € TE'

Fiir > -Formeln ¢ und ¥ und = € Var: - Alk, o AW falls A I, ¢ und
Albp W. - AlFp VW falls All, @ oder AlFp, ¥ .- Ak, @ — W falls
nicht A l-, ¢ oder AlF, ¥ .- AlF, -y falls A Ik, @ nicht gilt. -

A b, Jxp falls 77?7 - A Ik, Voo falls 777

Fiir ¢ € Var und a € Uga sei p[lz — a] : Var — Uyx die
Variableninterpretation, fiir die gilt
(plz — a])(y) = {g(y)sonfsatus TFY A IFp 3z falls es a € Ux gibt
mit A lFprpya) ¢ - Allp Vap falls Alb,, 4 ¢ fiir allea € Ua.

Definition

Sei > eine Signatur, ¢ eine Y -Formel, A eine Menge von
>--Formeln und A eine ) -Struktur. - A IF ¢ (A ist Modell
von ¢) falls A IF, ¢ fiir alle Variableninterpretationen p
gilt. - AIF A falls A I- ¥ fiir alle ¥ € A.

Aufgaben - Sei A die Struktur, die dem vorherigen Graphen entspricht -
Welche der folgenden Formeln ¢ gelten in A, d.h. fiir welche Formeln gilt
A Ik, ¢ fiir alle Variableninterpretationen p? 1. 3z3y : E(x,y) 2.

VzIy : E(z,y) 3. JzVy : (x #y — E(z,y)) 4. VaVy : (z # y = E(z,y))
5. 3z3y3Iz : (E(z,y) A E(y, z) A E(z,x)) - In der Pridikatenlogik ist es
also moglich, die Eigenschaften vom Anfang des Kapitels auszudriicken,
ohne den Graphen direkt in die Formel zu kodieren.

Definition

Sei Y eine Signatur, ¢ eine Y -Formel, A eine Menge von
> -Formeln und A eine Y -Struktur. - A ist erfiillbar,
wenn es »_-Struktur B und Variableninterpretation
p:Var — Up gibt mit B I-, ¥ fiir alle ¥ € A. - ¢ ist
semantische Folgerung von A(A IF ¢) falls fiir alle
>--Strukturen B und alle Variableninterpretationen
p:Var — Up gilt: Gilt B IF, ¥ fiir alle ¥ € A, so gilt
auch B I, ¢. - ¢ ist allgemeingiiltig, falls B I py fiir alle
>--Strukturen B und alle Variableninterpretationen p gilt.

Bemerkung: ¢ allgemeingiiltig gdw. @ IF ¢ gdw. {—¢} nicht erfiillbar.
Hierfiir schreiben wir auch I- ¢.
Beispiel: Der Satz ¢ = (Vz : R(z) — Vz : R(f(z))) ist allgemeingiiltig.
Beweis: Sei > Signatur, so dass ¢ > -Satz ist. Sei A Y -Struktur und p
Variableninterpretation. Wir betrachten zwei Fille: 1. Falls
A ¥, VzR(x), so gilt A Ik, ¢. 2. Wir nehmen nun A I-, VzR(x) an. Sei
a € Uy beliebig und b = f4(a).
Al YaR(z) = Alrpasy R(z) = RA S (plz — b])(z) = b= f4(a) =
(plz = a])(f(x)) = Alrpema) R(f(z)). Da a € Ua beliebig war, haben
wir also A IF, Vo : R(f(z)). Also gilt auch in diesem Fall A Ik, ¢. Da A
und p beliebig waren, ist ¢ somit allgemeingiiltig.
Beispiel: - Der Satz ¢ = 3z(R(z) — R(f(z))) ist allgemeingiiltig. -
Beweis: Sei ) Signatur, so dass ¢ > -Satz ist. Sei A 3 -Struktur und p
Variableninterpretation. Wir betrachten wieder zwei Fille: 1.
Angenommen, R* = Ua. Sei a € Uy beliebig. - = f%(a) € R? -
= Alrposa) R(f(2)) - = AlFpasa) R(x) = R(f(x)) - = Al . 2.
Ansonsten existiert a € Usa\R*. - = A W plz—a] B(z) -
= AlFpz—a) R(z) = R(f(z)) - = AlFp ¢. Da A und p beliebig waren,
ist ¢ somit allgemeingiiltig.
Aufgabe | | allgemeingiiltig | erfiillbar | unerfiillbar | |

\ \
| ——— ]| P(a) | nein | ja | nein | | 3z : (-P(x) V P(a)) | ja |
ja|nein | | P(a) = 3z : P(z) | ja | ja|nein | | P(z) — 3z : P(x) | ja | ja
| nein | | Vo : P(z) — 3z : P(z) | ja | ja | nein | | Vo : P(xz) A =Vy : P(y)
| nein | nein | ja | | Va : (P(z,2) — 32Vy : P(x,y)) | nein | ja | nein | |
Vavy : (z =y — f(z) = f(y)) | ja | ja | nein | |
Vavy : (f(x) = f(y) = @ = y) | nein | ja | nein | |

Jz3y3Iz : (f(z) =y A f(x) =2 Ay # 2) | nein | nein | ja | |
JaVz : Q(z, ) | nein | ja | nein |
Substitutionen

Definition

Eine Substitution besteht aus einer Variable x € Var und
einem Term t € Tk, geschrieben [x:=1t].

Die Formel p[z := t] ist die Anwendung der Substitution [z := t] auf die
Formel ¢. Sie entsteht aus ¢, indem alle freien Vorkommen von « durch ¢
ersetzt werden. Sie soll das iiber ¢t aussagen, was ¢ iiber x ausgesagt hat.
Dazu definieren wir zunédchst induktiv, was es heif3t, die freien
Vorkommen von z im Term s € Ty~ zu ersetzen: - x[z :=t] =t -

yle :==t] =y fir y € Var\{z} -

(f(t1,..osti))[x :=t] = f(ti[z :=¢t], ... tk[z :=t]) fiir f € Q mit ar(f) =k
und t1, ..., tx € T
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Lemma

Seien ) Signatur, A Y -Struktur, p: Var — Ugx
Variableninterpretation, z € Var und s,t € T%>. Dann gilt

p(slz :=t]) = plz = p(t)](s).

Beweis: Induktion iiber den Aufbau des Terms s (mit p’ = p[z — p(t)] ):
Cs=ap(slr = 1) = p(t) = p'(x) = p'(s) -

s € Var\{z} : p(s[z :=t]) = p(s) = p'(8) - s = f(t1,..., t) :

p(f (b1, oo ti)le = t]) = p(f(tr[x = 8], oo ti[z = ]) = [ (p(ta [ =
D)oo ptrlz = 1) = FAG(11), s ' (1)) = 0 (F (1, o 1)) = 7 (5)
Die Definition von s[z := t] kann induktiv auf > -Formeln fortgesetzt
werden: - (t1 = t2)[z :=t] = (t1[z = t] = t2[z := t]) fiir t1,t2 € T~ -
(R(t1,....tg))[x :=t] = R(t1][z :=t], ..., tx[x := t]) fiir R € Rel mit
ar(R) =k und t1,....ty € Ty- - L[z:=t] =1

Fiir > -Formeln ¢ und ¥ und y € Var: -

(pOW) [z :=t] = p[z := t]O¥[z :=¢] fiir O € {A,V,—} -

(Sl = ] = ~(pl = 1)) -

@Quo)le =) = {Guele ot Bllse 2y g g e 3,v).

Beispiel: (3zP(z, f(y)) V =VyQ(y, g(a, h(2)))[y := f(u)] =

BzP(z, f(f(w))) V =YyQ(y, g(a, h(2))))

@[z := t] “soll das iiber t aussagen, was ¢ iiber z ausgesagt hat.”
Gegenbeispiel: Aus 3y Mutter(z) = y mit Substitution [z := Mutter(y)]
wird Jy Mutter(Mutter(y)) = y.

Definition

Sei [z := t] Substitution und ¢ > -Formel. Die Substitution
[z := t] heiBt fiir ¢ zuléssig, wenn fiir alle y € Var gilt: y
Variable in t = ¢ enthélt weder 3y noch Vy

Lemma

Sei > Signatur, A Y -Struktur, p: Var — Uga
Variableninterpretation, z € Var und ¢t € Ts-. Ist die
Substitution [z := t] fiir die > -Formel ¢ zuléssig, so gilt
Albp plz:=t] & A ‘Fp[:c—>p(t)] ®.

Beweis: Induktion iiber den Aufbau der Formel ¢ (mit p’ = p[z — p(t)]):
mp=(s1=352):- Albp (s1 =s2)[z:=t] & AlFp si[z:=t] = sa[z :=1t] -
& p(sifz :=1t]) = p(szfz :=t]) & p'(s1) = p'(s2) - & Alrp 51 =52 -
andere atomare Formeln analog - ¢ = ¢1 A @a: -

Albp (pr Ap2)z i=t] & Al 1z :=t] A pafx :=1t] -

< Albp iz :=1t] und A lFp palz:=1t] - & AlkF, p1 und AlF, @2 -
<:>A|)-p/ W1 N p2-@=p1Vea,e=p1 — e und @ = 7y analog -

@ = Vyy: - Wir betrachten zunéchst den Fall z = y: -

Alkp (Va)z :=t] & Alkp Vay & Ak, Varp (denn o & FV (V) ) -
Jetzt der Fall  # y: - Fiir a € Uy setze pg = ply — a]. Da [z :=t] fiir ¢
zuléssig ist, kommt y in ¢ nicht vor. Zun&chst erhalten wir -

pPalz = pa(t)] = palz — p(t)] da y nicht in ¢ vorkommt -

= ply = allz — p(t)] = plz — p(¢)]ly — a] da  # y - Es ergibt sich
Allp (Vyy)lz :=t] & Alkp Yy(vlz :=t]) (wegen = # y) -

& Alrpg Yz :=t] fiir alle a € Ua - & AlFpae—pe (1)) ¢ fiir alle a € Ua
- A H_p[zﬂp(t)][yaa] Y firallea € Uy - & A ”—p[zﬂp(t)] Yy -

@ = Jyp : analog

Natiirliches Schlief3en

Wir haben Regeln des natiirlichen Schlielens fiir aussagenlogische
Formeln untersucht und fiir gut befunden. Man kann sie natiirlich auch
fiir priadikatenlogische Formeln anwenden.

Beispiel: Fiir alle > -Formel ¢ und 1 gibt es eine Deduktion mit
Hypothesen in {—¢ A =7} und Konklusion —(¢ V 1):
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Korrektheit

Koénnen wir durch mathematische Beweise zu falschen Aussagen
kommen? Kénnen wir durch das natiirliche Schlieen zu falschen
Aussagen kommen? Existiert eine Menge I" von > -Formeln und eine
>>-Formel ¢ mit I' - ¢ und T" Iff ¢?

Frage: Gilt '+ ¢ = I' IF ¢ bzw. ¢ ist Theorem = ¢ ist allgemeingiiltig?
Der Beweis des Korrektheitslemmas fiir das natiirliche SchlieSen kann
ohne grofle Schwierigkeiten erweitert werden. Man erhélt

Lemma VO

Sei ) eine Signatur, I eine Menge von Y _-Formeln und ¢
eine > -Formel. Sei weiter D eine Deduktion mit
Hypothesen in I' und Konklusion ¢, die die Regeln des
natiirlichen SchlieSens der Aussagenlogik verwendet. Dann
gilt T' IF .

Umgekehrt ist nicht zu erwarten, dass aus I' I+ ¢ folgt, dass es eine
Deduktion mit Hypothesen in I und Konklusion ¢ gibt, denn die bisher
untersuchten Regeln erlauben keine Behandlung von =,V bzw. 3. Solche
Regeln werden wir jetzt einfiihren.

Zunichst kiimmern wir uns um Atomformeln der Form ¢; = to. Hierfiir
gibt es die zwei Regeln (R) und (GfG):

Reflexivitét (ausfiihrlich)

Fiir jeden Termt ist ;—; eine hypothesenlose Deduktion

mit Konklusion t = t.

t=1t

Gleiches-fiir-Gleiches in mathematischen Beweisen
,,Zunéchst zeige ich, dass s die Eigenschaft ¢ hat:... Jetzt
zeige ich s = t:... Also haben wir gezeigt, dass t die
Eigenschaft ¢ hat. qed”

Gleiches-fiir-Gleiches (ausfiihrlich) Seien s und ¢ Terme
und ¢ Formel, so dass die Substitutionen [z := s] und

[z := t] fiir ¢ zuléssig sind. Sind D und E Deduktionen
mit Hypothesen in I" und Konklusionen @[z := s] bzw.

s = t, so ist das folgende eine Deduktion mit Hypothesen
in I’ und Konklusion ¢z := t]:

@ @
plx =s] s=t
@lx = t]
Gleiches-fiir-Gleiches (Kurzform)
plx =
p[x = t]

Bedingung: iiber keine Variable aus s oder t wird in ¢
quantifiziert

s|] s=t

(GfG)

Die folgenden Beispiele zeigen, dass wir bereits jetzt die iiblichen
Eigenschaften der Gleichheit (Symmetrie, Transitivitidt, Einsetzen)
folgern kénnen.

Beispiel: Seien z Variable, s Term ohne z und ¢ = (z = s). - Da ¢
quantorenfrei ist, sind die Substitutionen [z := s] und [z := ¢t] fiir ¢
zuldssig. - AuBerdem gelten [z := s] = (s = s) und gz :=t] = (t = s). -
Also ist das folgende eine Deduktion:

(R)

Ss==5s s=1¢1

— (GfG)

- Fiir alle Termesundthaben wir also {s =t} -t =s.

Beispiel: Seien x Variable, r, s und ¢ Terme ohne z und ¢ = (r = z). - Da
¢ quantorenfrei ist, sind die Substitutionen [z := s] und [z := t] fiir ¢
zuléssig. - AuBerdem gelten gz :=s] = (r = s) und ¢z :=t] = (r = t). -
Also ist das folgende eine Deduktion:

r=s s=1t¢

GG

| —

- Fiir alle Terme 7, s und ¢ haben wir also {r =s,s =t} Fr =1t
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Beispiel: Seien z Variable, s und ¢ Terme ohne z,f einstelliges
Funktionssymbol und ¢ = (f(s) = f(x)). - Da ¢ quatorenfrei ist, sind
die Substitutionen [z := s] und [z := t] fiir ¢ zuldssig. - AuBlerdem gelten
plr :=s] = (f(s) = f(s)) und ¢z :=t] = (f(s) = f(t)). - Also ist das
folgende eine Deduktion:

f(s)
s=1t— f(s)

Lemma V1

Sei Y eine Signatur, I" eine Menge von Y -Formeln und ¢
eine > -Formel. Sei weiter D eine Deduktion mit
Hypothesen in I" und Konklusion ¢, die die Regeln des
natiirlichen Schlieens der Aussagenlogik, (R) und (GfG)
verwendet. Dann gilt I" IF ¢.

Beweis: Wir erweitern den Beweis des Korrektheitslemmas bzw. des
Lemmas VO, der Induktion iiber die Grofle der Deduktion D verwendete.

- Wir betrachten nur den Fall, dass D die folgende Form hat:

VV

plx :=s] s=
plx = 1]

- Da dies Deduktion ist, sind die Substitutionen [z := s] und [z := t] fiir
¢ zulissig, d.h. in ¢ wird iiber keine Variable aus s oder t quantifiziert. -
E und F kleinere Deduktionen = I' IF p[z := s] und I' IF s = t - Seien A
>--Struktur und p Variableninterpretation mit A Ik, «y fiir alle y € T. -
= Alrp plz:=s]und Alkp s =t - = Alrpm s ¢ und p(s) = p(t) -
= AlFplasp)) ¢ - = Allp @[z :=t] - Da A und p beliebig waren mit
A Ik, ~ fiir alle v € T haben wir ' IF [z := t] gezeigt.

(GfG)

YV in math. Beweisen

Ein mathematischer Beweis einer Aussage “fiir alle z gilt ¢” sieht
iiblicherweise so aus: “Sei x beliebig, aber fest. Jetzt zeige ich ¢ (hier
steckt die eigentliche Arbeit). Da z beliebig war, haben wird”fiir alle
gilt ” gezeigt. qed”

V -Einfithrung

Sei D eine Deduktion mit Hypothesen in I" und
Konklusion ¢ und sei x eine Variable, die in keiner Formel
aus I' frei vorkommt. Dann ist das folgende eine Deduktion

mit Hypothesen in I' und Konklusion Vz : %

Bedingung:  kommt in keiner Hypothese frei vor
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Lemma V2

Sei ) eine Signatur, I eine Menge von ) _-Formeln und ¢
eine > -Formel. Sei weiter D eine Deduktion mit
Hypothesen in I' und Konklusion ¢, die die Regeln des
natiirlichen Schlieens der Aussagenlogik, (R), (GfG) und
(V -I) verwendet. Dann gilt T I- .

Beweis: Betrachte die folgende Deduktion D - Insbesondere ist x keine
freie Variable einer Formel aus I und es gilt nach IV I" IF ¢ - Sei nun A
>--Struktur und p Variableninterpretation mit A Ik, y fiir alle y € T. -
Zu zeigen ist A Ik, Vz: - Sei also a € Ua beliebig. - = fiir alle y € T’
gilt Alrppenayydaz @ FV(y) und Alby y - = AlFjpq) @ - Da

a € Uya beliebig war, haben wir A I, Vxp gezeigt - Da A und p beliebig
waren mit A Ik, T" fiir alle v € " haben wir also I' I- Vz¢ gezeigt.

V -Elimination in math. Beweisen

Ein mathematischer Beweis einer Aussage “t erfiillt ¢” kann so aussehen:
“Zunichst zeige ich Va (hier steckt die eigentliche Arbeit). Damit erfiillt
insbesondere t die Aussagey , d.h., wir haben”t erfiillt ¢”gezeigt. qed”

V -Elimination

Sei D eine Deduktion mit Hypothesen in I" und
Konklusion Vzy und seit Term, so dass Substitution [x:=t]
fiir ¢ zulédssig ist. Dann ist das folgende eine Deduktion

mit Hypothesen in I' und Konklusion @[z :=t] : v;ft]

Bedingung: iiber keine Variable aus ¢ wird in ¢
quantifiziert

Lemma V3

Sei Y eine Signatur, I eine Menge von Y _-Formeln und ¢
eine Y -Formel. Sei weiter D eine Deduktion mit
Hypothesen in I' und Konklusion ¢, die die Regeln des
natiirlichen Schlieens der Aussagenlogik, (R), (GfG),
(V-I) und (V-E) verwendet. > Dann gilt I" I ¢.

Beweis: Analog zum Beweis von Lemma V2.

3 in math. Beweisen

Ein Beweis von “o gilt” kann so aussehen: “Zunichst zeige ich Jx¢ (hier
steckt Arbeit). Jetzt zeige ich, dass o immer gilt, wenne gilt (mehr
Arbeit). Damit gilt o. ged”

3 -Elimination

Sei I' eine Menge von Formeln, die die Variable x nicht frei
enthalten und enthalte die Formel o die Variabel x nicht
frei. Wenn eine Deduktion mit Hypothesen in I" und
Konklusion Jz¢ und E eine Deduktion mit Hypothesen in
T' U {¢} und Konklusion o ist, dann ist das folgende eine
Deduktion mit Hypothesen in I' und Konklusion

3xze o

o

Bedingung: x kommt in den Hypothesen und in ¢ nicht
frei vor

Lemma V4 Sei o eine Signatur, I' eine Menge von
>--Formeln und ¢ eine o -Formel. Sei weiter D eine
Deduktion mit Hypothesen in I' und Konklusion ¢, die die
Regeln des natiirlichen SchlieSens der Aussagenlogik, (R),
(GfG), (V-1), (V-E) und (3-E) verwendet. Dann gilt T" I ¢.

Beweis: Sei D die folgende Deduktion - Insbesondere kommt x in den
Formeln aus I' U {0} nicht frei vor. AuBlerdem gelten nach IV I' I 3z
und I'U {¢} IF 0. - Sei nun A o-Struktur und p Variableninterpretation
mit A I, T fiir alle v € I". - Zu zeigen ist A -, o: - Wegen A |-, 3zp
existiert @ € Ua mit A lF ;4] ¢. - = kommt in Formeln aus I" nicht frei
vor = Al g v fiir alle y € T'. - Aus I'U {¢} IF o folgt Al pq) 0.
- Da z ¢ FV (o) erhalten wir A Ik, 0. - Da A und p beliebig waren mit
A I, ~ fiir alle v € T haben wir also I' I o gezeigt.

3 -Einfiithrung in math. Beweisen

Ein mathematischer Beweis einer Aussage “es gibt ein x, das ¢ erfiillt”
sieht iiblicherweise so aus: “betrachte dieses t (hier ist Kreativitit
gefragt). Jetzt zeige ich, daBl tp erfiillt (u.U. harte Arbeit). Also haben
wir”es gibt ein z, das ¢ erfiillt” gezeigt. qed”

3 -Einfiithrung

Sei die Substitution [z := t] fiir die Formel ¢ zuldssig. Sei
weiter D eine Deduktion mit Hypothesen in I' und

Konklusion @[z := t]. Dann ist das folgende eine
Deduktion mit Hypothesen in I' und Konklusion
ETE plr:=t]

TP TTze

Bedingung: iiber keine Variable in ¢ wird in ¢ quantifiziert

Korrektheitslemma fiir das natiirliche Schlieflen in der
Pradikatenlogik

Sei o eine Signatur, I eine Menge von Y -Formeln und ¢

eine o -Formel. Sei weiter D eine Deduktion mit
Hypothesen in I' und Konklusion ¢, die die Regeln des

natiirlichen SchlieBens der Aussagenlogik, (R), (GfG),
(V-1), (V-E), (3 -E) und (3 -I) verwendet. Dann gilt T" I ¢.
Beweis: analog zu obigen Beweisen.
Regeln des natiirlichen SchlieBens (Erweiterung)
e (R):

=t
o (GfG): ele Sm=1] 5=t (iiber keine Variable aus s oder t wird in ¢
quantifiziert)
o (V-I): vikp (x nicht frei in Hypothesen)
e (V-E): V“’t] (iiber keine Variable aus t wird in ¢ quantifiziert)
e (3-I): [armp (iiber keine Variable aus t wird in ¢ quantifiziert)
e (3-I): W% (z kommt in Hypothesen und o nicht frei vor)
Definition

Fiir eine Menge I" von Y -Formeln und eine Y -Formel ¢
schreiben wir I' - ¢ wenn es eine Deduktion gibt mit
Hypothesen in I' und Konklusion ¢. Wir sagen “¢ ist eine
syntaktische Folgerung von I'”. Eine Formel ¢ ist ein
Theorem, wenn @ F ¢ gilt.

Bemerkung: I' b ¢ sagt (zunichst) nichts iiber den Inhalt der Formeln in
I' U {¢} aus, sondern nur iiber den Fakt, dass ¢ mithilfe des natiirlichen
Schlielens aus den Formeln aus I' hergeleitet werden kann. Ebenso sagt
“p ist Theorem” nur, dass ¢ abgeleitet werden kann, iiber “Wahrheit”
sagt dieser Begriff (zunéchst) nichts aus. Wir haben aber “en passant”
das folgende gezeigt:

Korrektheitssatz
Fiir eine Menge von ) -Formeln I' und eine ) -Formel ¢
git ' =TI ¢.

Beispiel: Seien ¢ Formel und z Variable. Dann gelten {—=3z¢} IF Vz—¢
und {Vz—¢} Ik =3ze. - Beweis:

[99]2 (3—|) VX‘\(,D (V— )
e e g B~
(_|_|)2 [ﬂxtp]z 1 1
I
(v-1) (12

VX o —3xp ®

Nach dem Korrektheitssatz folgt

(~3x 4} = Vx —p. Nach dem Korrektheitssatz folgt

{¥xp} | ~Txep.
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Beispiel: Seien ¢ Formel und x Variable. Dann gelten {—Vzp} I+ 3x—¢p
und {3z—¢} Ik “Vzp. - Bewelis:

[~
————(3) 2
[F3x—¢]' 3x—p T xel®
i(,aay )€ [ﬁ@]l—‘f”(ﬁ_(gv)E)
v \f (1) 3 v; ~I?
—Vx ¢ . xti (~E) xwpﬁvxg; X ¢ (3-E)!
Ty (raa)

Nach dem Korrektheitssatz folgt

Nach dem Korrektheitssatz folgt {3x 9} E Vxp.

{~¥xi} b= 3.
Vollsténdigkeit

Koénnen wir durch mathematische Beweise zu allen korrekten Aussagen
kommen? Koénnen wir durch das natiirliche Schlielen zu allen korrekten
Aussagen kommen?

Existiert eine Menge I'' von ) _-Formeln und eine > -Formel ¢ mit I" IF ¢
und T" I/ ¢7

Frage: Gilt I' IF ¢ = I" - ¢ bzw. ¢ ist allgemeingiiltig = ¢ ist Theorem?
Plan: - z.z. ist ' IF ¢ = I' I . - dies ist dquivalent zu I' i/ ¢ = " If ¢. -
hierzu geht man folgendermafBen vor: - I' I/ ¢ - & I' U {—¢} konsistent -
= 3A D I' U {—~¢} maximal konsistent - = A" D A maximal

konsistent mit Konkretisierung - = A™ erfiillbar - = A erfiillbar -
= I' U {—¢} erfiillbar - < I'U {—¢}

Definition

Eine Menge A von Formeln hat Konkretisierungen, wenn
fiir alle 3z € A ein variablenloser Term t existiert mit
plz :=t] € A.

Satz
Sei A eine maximal konsistente Menge von Y -Formeln.
Dann existiert eine Signatur 3% D 3 und eine maximal

konsistente Menge von > T-Formeln mit
Konkretisierungen, so dass A C AT,

Beweis: Wir konstruieren induktiv Signaturen ) , maximal konsistente
Menge von ), -Formeln A, und konsistente Mengen von ZnJrl—Formcln
A;wrl mit - > =>,C>, C>,...und- A=Ag CA] CA; CAj...
und setzen dann - 37 =, 5o 3, und AT =, 50 A

1. IA: =3, Apg:=A
2. IV: Sei n > 0 und A, maximal konsistente Menge von
> n-Formeln. ¢ = 3z¢, ein “neues” Konstantensymbol cy,

3. IS: 37, . alle Symbole aus 3~ und, fiir jede Formel ¢ € A,, der
Form A ) = A, U {pfz :=cyll¢p = Fzp € Ay}

ohne Beweis: A:H_l ist konsistent
Idee: Ist >, -Formel mit A;H_l F ¢, so gilt A, F .
Konsistenz von A:H_l folgt mit ¢ = L

Analog zum Satz aus Vorlesung 4 existiert A, 41 D A/n+1
maximal konsistent

e Damit ist die Konstruktion der Signaturen ) und der maximal
konsistenten Mengen A,, von ) -Formeln abgeschlossen.
e noch z.z.: AT hat Konkretisierungen und ist maximal konsistent
e AT hat Konkretisierungen: Sei ¢ = 3zp € AT
— = es gibt n > 0 mit ¢ € A,
— = plri=cy] € A'n+1 CApp1 CAT.
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o Konsistenz: (indirekt) angenommen, AT F L

— Da jede Deduktion endlich ist, existiert I' C AT endlich
mit T F L.

— = esgibt n >0mit I"' C A,

— = A, F L - im Widerspruch zur Konsistenz von A,,.

e maximale Konsistenz: (indirekt) angenommen, A7 ist nicht
maximal konsistent

— = es gibt I' € AT konsistent
— = es gibt p € 1“\AJr
— = AT U {¢} C T konsistent
— @ ist Z"'-Formel = es gibt n > 0, so dass ¢ eine
>, -Formel ist.
— A, maximal konsistente Menge von ) -Formeln
— = peA, CAT oder ~p € A, C AT
- =>-pcAtCT
— Also ¢, —¢ € T', im Widerspruch zur Konsistenz von T'.

Satz

Sei AT maximal konsistente Menge von 3 F-Formeln mit
Konkretisierungen. Dann ist A% erfiillbar.

Beweisidee: Sei T' die Menge der variablenlosen 3. T-Terme. Auf T
definieren wir eine Aquivalenzrelation ~ durch

s~vteo At (s=1t) o (s=t) € AT Sei A die folgende S T-Struktur:
-Uga :=T/ ~ ist die Menge der ~-Aquivalenzklassen -

RA = {([t1], .-, [tk D15 -oor te € T, R(t1, ..., t) € AT} fiir alle
Relationssymbole R aus 31 - fA4([t1], ..., [tx]) = [f(t1, ..., tx)] fiir alle
t1,...,tx € T und alle Funktionssymbole f aus Z* (Bemerkung: dies ist
wohldefiniert) Dann gilt tatséichlich A I- A™.

Satz: Vollstdndigkeitssatz der Priadikatenlogik

Sei I' eine Menge von » -Formeln und ¢ eine ) -Formel.
Dann gilt I' IF ¢ = I' I ¢. Insbesondere ist jede
allgemeingiiltige Formel ein Theorem.

Beweis:indirekt - I' b/ ¢ - T'U {—¢} konsistent - I' U {—¢} erfiillbar -

3A D T'U {—¢} maximal konsistent - 3AT D A maximal konsistent mit
Konkretisierungen - AT erfiillbar - A erfiillbar - T' It ¢

Bemerkung - Dieser Satz ist (im wesentlichen) der berithmte Gddelsche
Vollstéandigkeitssatz von 1930. - Der obige Beweis wurde von Leon
Henkin 1949 veroffentlicht.

Wir haben gleichzeitig gezeigt: > Satz > > Sei I héchstens abzéhlbar
unendliche und konsistente Menge von Formeln. Dann hat I' ein
hochstens abzéhlbar unendliches Modell.

Beweis: I' konsistent heiflit I' I/ L. Obiger Beweis gibt ein Modell A von
IF'u{-1} an. Wir zeigen, dass diese Struktur A héchstens abzihlbar
unendlich ist: - Sei 3~ Signatur der Relations- und Funktionssymbole aus
T.-0<Ng=|>|<Nog-=[>,1<Ngund |A,| <Ng fiir alle n > 0
-= |2t |AT| < No - = |T| £ Ng - = A hat < Ny viele Elemente -

= I'U {—L} hat ein héchstens abzéhlbar unendliches Modell - = T" hat
ein hochstens abzéhlbar unendliches Modell

Vollsténdigkeit und Korrektheit fiir die
Priadikatenlogik

Satz

Seien I' eine Menge von Y -Formeln und ¢ eine ) -Formel.
Dann gilt I' - ¢ < I' Ik ¢. Insbesondere ist eine > -Formel
genau dann allgemeingiiltig, wenn sie ein Theorem ist.

Beweis: Folgt unmittelbar aus Korrektheitssatz und Vollstéindigkeitssatz.

Folgerung 1: Kompaktheit
Satz
Seien I' eine u.U. unendliche Menge von Y -Formeln und ¢
eine > -Formel mit I' IF . Dann existiert I C T' endlich
mit T IF .

Beweis: I' IF ¢ - I' F ¢ (nach dem Vollstindigkeitssatz) - es gibt
Deduktion von ¢ mit Hypothesen v1,...,v, €T - TV = {y1,...,70} CT
endlich mit IV + ¢ - TV ¢ (nach dem Korrektheitssatz).

Folgerung (Kompaktheits- oder Endlichkeitssatz)

Sei I' eine u.U. unendliche Menge von Y -Formeln. Dann
gilt T erfiillbar < VI’ C I endlich: I'" erfiillbar

Beweis: - I" unerfiillbar - < I' U {—~_L} unerfiillbar - < T' IF L - & es gibt
I’ C T endlich: IV IF L - < es gibt TV C T endlich: IV U {—_L} unerfiillbar
- & es gibt IV C T’ endlich: IV unerfiillbar

Satz

Sei A eine u.U. unendliche Menge von ) -Formeln, so dass
fiir jedes n € N eine endliche Struktur A,, mit Ay A
existiert, die wenigstens n Elemente hat. Dann existiert
eine unendliche Struktur A mit A I A.

Beweis: fiir n € N setze ¢, = Jx13Ixs...3z, /\1<11<j<n x; # x; - und

I' = AU {p,|n > 0}. - Fiir I C T endlich existiert n € N mit ¢, & I/
fiir alle m > n - = A, IF T’, d.h. jede endliche Teilmenge von T ist
erfiillbar. - = es gibt Struktur A mit A - T" - = A hat > n Elemente
(fiir alle n € N)

Folgerung 2: Lowenheim-Skolem

Frage: Gibt es eine Menge I' von ) -Formeln, so dass fiir
alle Strukturen A gilt: AIFT' < A 2 (R, +,%,0,1)?

Satz von Léwenheim-Skolem

Sei I' erfiillbare und héchstens abzidhlbar unendliche
Menge von » -Formeln. Dann existiert ein hchstens
abzdhlbar unendliches Modell von I'.

Beweis: - Gammea erfiillbar = T'If L - = I' t/ L, d.h. I" konsistent - = T
hat ein hochstens abzihlbar unendliches Modell.
Die Frage auf der vorherigen Folie mufl also verneint werden: -

angenommen, I" wire eine solche Menge - = |I'| < Ny - = T" hat ein
héchstens abzéhlbar unendliches Modell A - = A 2 (R, +, %,0,1)

Folgerung 3: Semi-Entscheidbarkeit
Satz

Die Menge der allgemeingiiltigen Y -Formeln ist
semi-entscheidbar.

Beweis:Seip Y -Formel. Dann gilt - ¢ allgemeingiiltig - < ¢ Theorem -
< Es gibt hypothesenlose Deduktion mit Konklusion ¢

Ein Semi-Entscheidungsalgorithmus kann also folgendermafien vorgehen:
Teste fiir jede Zeichenkette w nacheinander, ob sie hypothesenlose
Deduktion mit Konklusion ¢ ist. Wenn ja, so gib aus “p ist
allgemeingiiltig”. Ansonsten gehe zur nichsten Zeichenkette tiber.

Der Satz von Church

Jetzt zeigen wir, dafl dieses Ergebnis nicht verbessert werden kann: Die
Menge der allgemeingiiltigen > -Formeln ist nicht entscheidbar. Wegen ¢
allgemeingiiltig < —¢ unerfiillbar reicht es zu zeigen, dass die Menge der
erfiillbaren Sétze nicht entscheidbar ist. Genauer zeigen wir dies sogar
fiir “Horn-Formeln”:

Definition

Eine Horn-Formel ist eine Konjunktion von ) -Formeln
der Form Vz1Vzs.. Ve, (L Aag Aas Ao Aam) — B8),
wobei ai, ..., @y, und B atomare > -Formeln sind.
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Unser Beweis reduziert die unentscheidbare Menge PCP auf die Menge
der erfiillbaren Horn-Formeln.

Im folgenden sei also I = ((u1,v1), (u2,v2), ..., (uk, vg)) ein
Korrespondenzsystem und A das zugrundeliegende Alphabet. Hieraus
berechnen wir eine Horn-Formel ¢, die genau dann erfiillbar ist, wenn I
keine Lésung hat. Wir betrachten die Signatur > = (£, Rel, ar) mit -
Q ={e}U{fala € A} mit ar(e) =0 und ar(f,) =1 fiir alle a € A. -
Rel = {R} mit ar(R) = 2.

Zur Abkiirzung schreiben wir fa,ay...ap, () fiir fo, (fay (-..(fa, (2))...))
fiir alle a1, az,...,an € A und n > 0 (insbes. steht fc(x) fir x).
Zunichst betrachten wir die folgende Horn-Formel j: -

AN S Ve, y(R(w, ) = R(fu; (2), fo; (1)) -

/\/\aeAVJ;(e = fao(z) = 1)

Beispiel: Betrachte die > -Struktur A mit Universum Us = A* - e? = ¢ -
fat(uw) = au -

RA = {(uiluig...uin,vilvig...vin)\n >0,12>41,02,...,0p > k‘} - Fiir

u,v € A* gilt f;:‘(v) = wv. - Dann gilt A IF 7.

Lemma

Angenommen, das Korrespondenzsystem I hat keine

Losung. Dann ist die Horn-Formel

w1 = Y1 AVz(R(z,z) — x = e) erfiillbar.
Beweis: Sei A die obige Struktur mit A I ¢;. - Um
A lF Vz(R(z,z) — x = e) zu zeigen, sei w € Ua beliebig mit
(w,w) € R*. - Die Definition von R* sichert die Existenz von n > 0 und
1 <i1,%2, .0 tn < k mit wj1uiz...Ujnp = W = V;10;2...Vin. - Da I keine
Losung hat, folgt n = 0 und damit w = e.

Lemma
Sei B Struktur mit B I ;. Dann gilt
U2 g, €D IR L (e9)) € RP fur alle

n2>0,1< 41,2, .00 < k.
Beweis: per Induktion iiber n > 0. - TA: fiir n = 0 gelten

B (€®)=eBund fB . (e®)=e® - und damit
vl 2 in i1 VigVip
(B (eP), fB (e®) € RE - wegen B IF ;. - IS: Seien

gy Ujy Uy, Vig Vig e Vig
n>0und 1 <iy,i2,...,0n < k. - Mit u = u;2ui3...uin und
U = v;20;3...Vipn, gilt nach IV (ff(eB), ff(eB)) € RE. Wegen B IF ¢

N A CON £ (") =

s, v,
(F2 (F2(eP). B (fP(P))) € RB.

Lemma
Angenommen, (i1, ...,4,) ist eine Losung von I. Dann ist
die > -Formel ¢ unerfiillbar.

Satz

Die Menge der unerfiillbaren Horn-Formeln ist nicht
entscheidbar.

Beweis: Die Abbildung I — ¢ ist berechenbar.

Nach den vorherigen Lemmata ist sie eine Reduktion von PCP auf die
Menge der unerfiillbaren Horn-Formeln. Da PCP unentscheidbar ist (vgl.
Automaten, Sprachen und Komplexitét), ist die Menge der unerfiillbaren
Horn-Formeln unentscheidbar.

Folgerung (Church 1936)

Die Menge der allgemeingiiltigen Y -Formeln ist nicht
entscheidbar.

Beweis: Eine Y -Formel ¢ ist genau dann unerfiillbar, wenn —¢
allgemeingiiltig ist. Also ist ¢ — —¢ eine Reduktion der
unentscheidbaren Menge der unerfiillbaren ) -Formeln auf die Menge der
allgemeingiiltigen > -Formeln, die damit auch unentscheidbar ist.
Allgemeingiiltige > -Formeln gelten in allen Strukturen. Was passiert,
wenn wir uns nur auf “interessante” StrukturenAeinschréanken (z.B. auf
eine konkrete), d.h. wenn wir die Theorie Th(A) von A betrachten?
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Theorie der natiirlichen Zahlen
Definition
Sei A eine Struktur. Dann ist Th(A) die Menge der
priadikatenlogischen > -Formeln ¢ mit A I ¢. Diese Menge
heiBt die(elementare) Theorie von A.

Beispiel: Sei N = (N, <, +,*,0,1). Dann gelten -
VaVy:x+y=y+x) € Th(N) - (VzIy: z +y =0) € Th(N) - aber
(VzJy : x +y =0) € Th((Z,+,0)).

Lemma

Die Menge Th(N) aller Sitze ¢ mit N I ¢ ist nicht
entscheidbar.

Zahlentheoretisches Lemma

Fiir alle n € N, zo, z1, ...,y € N existieren ¢,d € N, so
dass fiir alle 0 < 3 < n gilt: z; = ¢ mod(1 + d * (i + 1)).

Beweis:Setze m = maz{n,zo,z1,...,2,} und d = 2% 3 *x4...(m + 1).
Dann sind die Zahlen 1 +d,1+dx*2,...,1+d* (n + 1) paarweise
teilerfremd. Nach dem Chinesischen Restsatz folgt die Existenz einer
natiirlichen Zahl c.

Bemerkung: Es gibt Y -Formeln - mod(z1, z2,y) mit

N Ik mod < a(x1)moda(zz) = a(y). - y(z1, 22, x3,y) mit

N lbo v a(z1)mod(l + a(z2) * (a(x3) + 1)) = a(y).

Satz
Sei A eine Struktur, so dass Th(A) semi-entscheidbar ist.
Dann ist Th(A) entscheidbar.

Korollar Die Menge TH(N) der Aussagen ¢ mit N IF ¢ ist
nicht semi-entscheidbar.
Korollar (1. Gddelscher Unvollstandigkeitssatz)

Sei Gamma eine semi-entscheidbare Menge von Sétzen
mit N Ik~ fiir alle v € . Dann existiert ein Satz ¢ mit
't/ ¢ und T' i/ =¢ (d.h. “T" ist nicht vollsténdig”).

2. Semi Entscheidungsverfahren fiir
allgemeingiiltige Formeln

bekanntes Verfahren mittels natiirlichem Schlieen: Suche hypothesenlose

Deduktion mit Konklusion .
Jetzt alternatives Verfahren, das auf den Endlichkeitssatz der
Aussagenlogik zuriickgreift: - Berechne aus ) -Formel 1) eine Menge E

von aussagenlogischen Formeln mit E unerfiillbar < —1 unerfiillbar <

allgemeingiiltig - Suche endliche unerfiillbare Teilmenge E’ von E
Kern des Verfahrens ist es also, aus > -Formel ¢ eine Menge E
aussagenlogischer Formeln zu berechnen mit ¢ unerfiillbar < E
unerfiillbar.

Hierzu werden wir die Formel ¢ zunéchst in zwei Schritten

(Gleichungsfreiheit und Skolem-Form) vereinfachen, wobei die Formel
erfiillbar bzw unerfiillbar bleiben muss.
Definition

Zwei > -Formeln ¢ und v heiflen erfiillbarkeitsiiquivalent,
wenn gilt: ¢ ist erfiilllbar < 9 ist erfiillbar

Unsere Vereinfachungen miissen also erfiillbarkeitsiquivalente Formeln
liefern.
Elimination von Gleichungen

Definition

Eine > -Formel ist gleichungsfrei, wenn sie keine
Teilformel der Form s = ¢ enthalt.

Ziel: aus einer ), Formel ¢ soll eine erfiillbarkeitsiquivalente
gleichungsfreue Formel ¢’ berechnet werden

Bemerkung: Man kann i.a. keine #quivalente gleichungsfreie Formel ¢’
angeben, da es eine solche z.B. zu ¢ = (VzVy : z = y) nicht gibt.

Idee: Die Formel ¢’ entsteht aus ¢, indem alle Teilformeln der Form

x =y durch GI(z,y) ersetzt werden, wobei GI ein neues
Relationssymbol ist.

Notationen - Sei > = (€, Rel, ar) endliche Signatur und ¢ Y -Formel -
>ar = (@, Rel U*{GI}, argr) mit argr(f) fiir alle f € Q U Rel und
argr(GI) = 2 - Fiir eine ) -Formel ¢ bezeichnet ¢g; die ) -Formel,
die aus ¢ entsthet, indem alle Vorkommen und Teilformen s = ¢t durch
GI(s,t) ersetzt werden.

Behauptung: ¢ erfiillbar = ¢g; erfiillbar

Behauptung: es gilt nicht ¢ erfiillbar <= ¢ erfiillbar

Definition

Sei A eine ) -Struktur und ~ eine binire Relation auf Uj4.
Die Relation ~ heiit Kongruenz auf A, wenn gilt: - ~ ist
eine Aquivalentrelation (d.h. reflexiv, transitiv und
symmetrisch) - fiir alle f € Q mit k£ = ar(f) und alle
ai,b1,...,ar, b € Ua gilt a1 ~ b1,a2 ~ ba,...,ar ~ by =
(a1, ...,ap) ~ fA(b1, ..., by) - fiir alle R € Rel mit

k = ar(R) und alle a1, by, ...,ar, by € Ua gilt

ai ~ b1, ... ap ~ by, (a1, ...,a;) € R* = (b1,...,by) € RA.

Definition

Sei A eine > -Struktur und ~ eine Kongruenz auf A. 1.
Fiir a € Uy sei [a] = {b € Uala ~ b} die Aquivalenzklasse
von a bzgl ~. 2. Dann definieren wir den Quotienten

B = A\ ~ von A bzgl ~ wie folgt: -

Up =Ua\ ~={la]la € Ua} - Fiir jedes f € Q mit

ar(f) = k und alle a1, ..., ar € Ua setzten wir
fB(a1], ..., lax]) = [f*(a1, ..., ax)] - fiir jede R € Rel mit
ar(R) = k setzten wir

R = {([a1], [a2], -, [ar])|(a1, ..., ax) € R4} 3. Sei

p: Var — Ua Variableninterpretation. Dann definieren
die Variableninterpretation p\ ~: Var — Up : x — [p(z)].

Veranschaulichung:

b b

C1

c2

3 a c

Lemma 1

Sei A Struktur, p : Var — U4 Variableninterpretation und
~ Kongruenz. Seien weiter B = A\ ~ und pp = p\ ~.
Dann gilt fiir jeden Term : [p(t)] = pp(t)

Beweis: per Induktion iiber den Aufbau des Terms t

Lemma 2

Sei A > -Struktur, ~ Kongruenz und B = A\ ~. Dann gilt
fiir alle R € Rel mit k = ar(R) und alle ¢1,...,cx € Ua:
([e1], [e2], -, [ex]) € R® & (c1,c2, ... cr) € R
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Satz

Seien A 37 -Struktur und p : Var — Ua
Variableninterpretation, so dass ~= GI4 Kongruenz auf A
ist. Seien B = A\ ~ und pgp = p\ ~. Dann gilt fiir alle
>>-Formeln ¢ : AlFp pgr < Blrpg ¢

Beweis: per Induktion iiber den Aufbau der Formel ¢

Lemma

Aus einer endlichen Signatur > kann ein gleichungsfreuer
Horn-Satz Kongs: iiber 3, berechnet werden, so dass
fiir alle 37 ;-Strukturen A gilt: A I- Kongy: < GI* ist
eine Kongruenz

Satz

Aus einer endlichen Signatur > und einer ) -Formel ¢
kann eine gleichungsfreie und erfiillbarkeitséiquivalente
ZGI—Formel ¢’ berechnet werden. Ist ¢ Horn Formel, so
ist auch ¢’ Horn Formel.

Beweis: Setzte ¢’ = par A Kongy: und zeige: ¢ erfiillbar < o’ erfiillbar.

Skolemform

Ziel: Jede Y -Formel ¢ ist erfiillbarkeitsiquivalent zu einer ) ’-Formel
@' = Vx1Vrs...VIip, wobei 1 kein Quantoren enthilt, ¢’ heifit in
Skolemform.

Bemerkung: Betrachte die Formel Jz3yE(x, y). Es gibt keine Formel in
Skolemform, die hierzu dquivalent ist.

2 Schritte: 1. Quantoren nach vorne (d.h. Prénexform) 2.
Existenzquantoren eliminieren

Definition

Zwei Y -Formeln ¢ und ¢ sind dquivalent (kurz:p = ),
wenn fiir alle Y -Strukturen A und alle
Variableninterpretationen p gilt: A, ¢ & Ak, 9.

Lemma

Seien Q € {3,V} und ® € {A,V,—,<+}. Sei
¢ = (Qza) @ B und sei y eine Variable, die weder in «
noch in g vorkommt. Dann gilt
{Qy(a[z = y] @ B) falls ® € {A,V, <—}
Vyé [ y —>B; falls @ =—,Q =
Jy(alz := y] — B) falls & —>Q V

Notwendigkeit der Bedingung “y kommt weder in « noch in 3 vor”: -
Bz f(x) #fW)ABZEIy: (Fy) # FW) AB) -
Bz : =P(x)) A P(y) # 3y : (-P(y) A P(y))

Lemma
Seien Q € {3,V} und ® € {A,V,—,<}. Sei
¢ = (Qza) @ B und sei y eine Variable, die weder in «
noch in g vorkommt. Dann gilt

Qy(alz ==yl ® B) falls ® € {A,V, +}

Vy(az :=y] — B) falls @ =—,Q =3

Jy(alz :=y] — B) falls ® =—,Q =V
Beweis: (fiir den Fall @ = 3 und @ = A) - Seien A ) -Struktur und p
Variableninterpretation. - Fiir a € Uy setze p, := p[y — a]. - Dann gilt
palt = Pa(W)](2) = plz — al(2) fiir alle = £ y
Wir erhalten also - A b, (Jza) AB - Ak, (3za) und Ak, B - & (es
gibt @ € Ua mit A p_q) @) und (es gilt Ak, 3) - < es gibt a € Ua
mit (AbFypma) @ und A, B) - & es gibt a € Ua mit -
Al le—pa(y)] @ (da y in a nicht vorkommt) - At,, 8 (da y in 8 nicht
vorkommt) - < es gibt a € Ug mit - Ab,, alz:=y]- Ab,, B- & es
gibt @ € Ua mit A,y q) az:=y]|AB - & A, Jy(afz :=y] A )

13/20

Satz

Aus einer endlichen Signatur > und einer Y -Formel ¢
kann eine dquivalente > -Formel ¢’ = Q121 Q272...Qrxry
(mit Q; € {3,V}, Y quantorenfrei und z; paarweise
verschieden) berechnet werden. Eine Formel ¢’ dieser
Form heifit Pranexform. Ist ¢ gleichungsfrei, so ist auch ¢’
gleichungsfrei.

Beweis: Der Beweis erfolgt induktiv iiber den Aufbau von ¢: - LLA. ¢ ist
atomare Formel: Setze ¢’ = ¢. - I.S. - ¢ = =1 : Nach I.V. kann Formel in
Prinexform ¢ = Q121 Q2%2...Qmxmv’ berechnet werden. Mit V = 3 und
I =Vsetze ¢’ = Q171Q222...QmTm 1. - ¢ = Jzep: Nach I.V. kann
Formel in Prianexform ¢ = Q121Q2%2...Qmxm’ berechnet werden.
FzQ121Q22...Qmamy’ falls ¢ & {@1,z2,...,Tm}
Q171Q2%2...QmTm1p’ sonst

¢ = a A B: Nach I.V. kénnen Formeln in Prédnexform
a=Q1x1Q272...QmTman; B = Qile;yz.A.Q;ynBO berechnet werden.
Ziel: Berechnung einer erfiillbarkeitséiquivalenten Formel in Skolemform
Idee: 1. wandle Formel in Pranexform um 2. eliminiere 3-Quantoren
durch Einfiihren neuer Funktionssymbole

Konstruktion: Sei ¢ = Vz1Vxs...Va,, Jyp Formel in Prianexform (u.U.
enthilt ¢ weitere Quantoren). Sei g & € ein neues m-stelliges
Funktionssymbol. Setze ¢’ = Vz1Vxs...Ve,n [y := g(x1, ...y Tm)]-
Offensichtlich hat ¢’einen Existenzquantor weniger als ¢. Auflerdem ist
¢’ keine > -Formel (denn sie verwendet g € €2), sondern Formel iiber
einer erweiterten Signatur.

Setze ¢’ = {

Lemma

Die Formeln ¢ und ¢’ sind erfiillbarkeitsiquivalent.

“«=” Sei A’ Struktur und p’ Variableninterpretation mit
am € Uy beliebig.

Beweis:
A’ o . Wir zeigen A’ ko7 . Hierzu seien ay, ...,

Satz

Aus einer Formel ¢ kann man eine
erfiillbarkeitsdquivalente Formel ¢ in Skolemform
berechnen. Ist ¢ gleichungsfrei, so auch ¢.

Beweis: Es kann zu ¢ dquivalente Formel ¢ = Q121Q222...Q,x,% in
Prianexform berechnet werden (mit n < ¢ Existenzquantoren). Durch
wiederholte Anwendung des vorherigen Lemmas erhilt man Formeln
©1, 92, ...pn mit - ¢; und ¢;41 sind erfiillbarkeitsdquivalent - ¢; 41
enthilt einen Existenzquantor weniger als ¢; - @;41 ist in Pranexform -
ist ¢; gleichungsfrei, so auch ¢;41

Dann ist ¢ = ¢, erfiillbarkeitsdquivalente (ggf. gleichungsfreie) Formel
in Skolemform.

Herbrand-Strukturen und Herbrand-Modelle

Sei > = (2, Rel, ar) eine Signatur. Wir nehmen im folgenden an, dass
wenigstens ein Konstantensymbol enthalt.

Das Herbrand-Universum D(>") ist die Menge aller variablenfreien
>--Terme.

Beispiel: Q = {b, f} mit ar(b) = 0 und ar(f) = 1. Dann gilt

D(S) = {b, (), F(F b)), FFFB)), -}

Eine Y -Struktur A = (UA, (fA)f € Q,(RA)R € Rel) ist eine
Herbrand-Struktur, falls folgendes gilt: 1. UA = D(3"), 2. fiir alle f € Q
mit ar(f) = k und alle t1,ta, ..., tx € D(D]) ist

FAGL ta, o th) = f(t1, b2, oy ).

Fiir jede Herbrand-Struktur A, alle Variableninterpretationen p und alle
variablenfreien Terme t gilt dann p(t) = t.

Ein Herbrand-Modell von ¢ ist eine Herbrand-Struktur, die gleichzeitig
ein Modell von ¢ ist.

Satz

Sei ¢ eine gleichungsfreie Aussage in Skolemform. ¢ ist
genau dann erfiillbar, wenn ¢ ein Herbrand-Modell besitzt.

Beweis: - Falls ¢ ein Herbrand-Modell hat, ist ¢ natiirlich erfiillbar. - Sei
nun ¢ = Yy1...Vyp ¢ erfiillbar. Dann existieren eine ) -Struktur

A= (Ua, (fA)f€Q7 (RA)ReRel) und eine Variableninterpretation p mit
AlF, e

Plan des Beweises Wir definieren eine Herbrand-Struktur

B = (D), (fB)fen, (RBYReRe1): - Seien f € Q mit ar(f) = k und
ti,...,tx € D(32). Um eine Herbrand-Struktur B zu konstruieren setzen
wir fB(tl7 wotk) = f(t1,...,tk) - Sei R € Rel mit ar(R) = k und seien
t1,...,tx € D(3). Dann setze

(t1,...,tx) € RB :& (p(t1), ..., p(tx)) € RA.

Sei pp : Var — D(3") beliebige Variableninterpretation.

Behauptung 1: Ist 7 eine quantoren- und gleichungsfreie
Aussage, so gilt A, ¢ & Bt ,p 9. Diese Behauptung wird induktiv
iiber den Aufbau von v gezeigt.

Intermezzo Behauptung 1 gilt nur fiir quantorenfreie Aussagen
> = (2, Rel,ar) mit @ = {a},ar(a) =0 und Rel = {E}, ar(E) = 2.
Betrachte die Formel ¢ = Vz(E(z,z) A E(a,a)) in Skolemform. A+, ¢
mit U4 = {a?*, m} und E# = {(m,m), (a?,a?)}. Die konstruierte
Herbrand-Struktur B : Ug = D(Y)) = {a} und E® = {(a,a)}.
Betrachte nun die Formel ¢ = Vx, yE(x,y). Dann gilt B F,p ¥ und
Al

Fiir allgemeine Formeln in Skolemform (also u.U. mit Quantoren)
konnen wir also Behauptung 1 nicht zeigen, sondern héchstens die
folgende Abschwichung.

Behauptung 2: st 1 eine gleichungsfreie Aussage in Skolemform,
so gilt Ab, ¢ = BF,p 1. (hieraus folgt dann B F,p ¢ wegen A -, ¢)
Diese Behauptung wird induktiv iiber die Anzahl n der Quantoren in ¥
bewiesen.

Die Herbrand-Expansion

verbleibende Frage: Wie erkennt man, ob eine gleichungsfreie Aussage in
Skolemform ein Herbrand Modell hat?
Beispiel: Seien ,{P, R}, ar) und

¢ = VzVy(P(a,z) A ﬂR(f(y))) Jedes Herbrand-Modell A von ¢ - hat als
Universum das Herbrand Universum

D(Y) = {a, f(a), *(a), ..} = {f"(@)|n > 0} - erfilllt

FA(™ (@) = 7t (a) fir alle n > 0

Um ein Herbrand-Modell zu konstruieren, miissen (bzw. kénnen) wir fiir
alle Elemente s,t, u € D(3") unabhéngig und beliebig wihlen, ob

(s,t) € P4 und u € R* gilt. Wir fassen dies als “aussagenlogische
B-Belegung” B der “aussagenlogischen atomaren Formeln” P(s,t) bzw.
R(u) auf.

Jede solche aussagenlogische B-Belegung B definiert dann eine
Herbrand-Struktur Ag: - PAB = {(s,t) € D(3)?|B(P(s,t)) = 1} -
RAB = {u € D()|B(R()) = 1)

Mit ¢ = VaVy(P(a,z) A -R(f(y))) gilt dann Ap Ik, @ -

d AB “_p[mﬂfm(a)][y%f"(a)] 1:)((17 I) A ‘\R(f(y)) f.a. m,n Z 0 -

& (a, fm(a)) € PAB und f**'(a) ¢ R*B f.a. m,n >0 -

< B(P(a, f™(a))) = 1 und B(R(f"*(a))) =0 f.a. m,n >0 -

& B(P(a, f™(a)) A=R(f"'(a))) = 1 fa. m,n > 0

Also hat ¢ genau dann ein Herbrand-Modell, wenn es eine erfiillende
B-Belegung B der Menge aussagenlogischer Formeln

BE(p) = {P(a, f™(a)) A =R(f"**(a))|m,n > 0} gibt.

Beispielldsung: Setzt B(P(s,t)) = 1 und B(R(s)) = 0 fiir alle

s, t € D(X0).

Diese B-Belegung erfiillt E(p) und “erzeugt” die Herbrand-Struktur Apg
mit PAB = D(Y2)? und R4B = 2.

Nach obiger Uberlegung gilt Ap IF ¢, wir haben also ein
Herbrand-Modell von ¢ gefunden.

Sei ¢ = Vy1Vy2...Vy, 1 gleichungsfreie Aussage in Skolemform.

Ziel: Konstruktion einer Menge aussagenlogischer Formeln, die genau
dann erfiillbar ist, wenn ¢ ein Herbrand-Modell hat.
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Die Herbrand-Expansion von ¢ ist die Menge der Aussagen

E(p) = {¢lyr == ta]lyz = to]...[yn = tn]lt1, t2, .., ta € D(X)}

Die Formeln von E(¢) entstehen also aus v, indem die (variablenfreien)
Terme aus D(>) in jeder moglichen Weise in 1) substituiert werden.
Wir betrachten die Herbrand-Expansion von ¢ im folgenden als eine
Menge von aussagenlogischen Formeln.

Die atomaren Formeln sind hierbei von der Gestalt P(ty, ...
P € Rel mit ar(P) = k und t1,...,t, € D(>).

s tk) fiir

Konstruktion

Sei B : {P(t1,...,tx)|P € Rel,k = ar(P),t1,....,ty €
D(3")} — B eine B-Belegung. Die hiervon induzierte
Herbrand-Struktur Ap ist gegeben durch PAB =
{(t1,..ostr)|tr, ..., te € D(X), B(P(t1,...,tx)) = 1} fiir alle
P € Rel mit ar(P) = k.

Lemma

Fiir jede quantoren- und gleichungsfreie Aussage a und
jede Variableninterpretation p in Ap gilt
Ak, a & B(a) = 1.

Beweis: - per Induktion iiber den Aufbau von « - I.A. « ist atomar, d.h.
a = P(t1,...,tx) mit ¢t1, ..., t, variablenlos

Ap Ik, o & (p(t1), pt2), - p(tr)) € PAB <= B(a) =1- LS. -
a=BANvy:AplF, a & Ap Ik, B und

Ak, vy< B(B) =B(y) =14 B(a) =1- a=BV~: analog -

a = 3 — : analog - @ = —3: analog

Lemma

Sei ¢ = Vy1Vy2...Vyn 9 gleichungsfreie Aussage in
Skolemform. Sie hat genau dann ein Herbrand-Modell,
wenn die Formelmenge E(¢) (im aussagenlogischen Sinn)
erfiillbar ist.

Beweis: Seien A Herbrand-Struktur und p Variableninterpretation. Sei B
die B-Belegung mit B(P(t1,...,t5)) = 1 < (t1, ..., tx) € P4 fiir alle
P € Rel mit k = ar(P) und ty,...,t; € D(3). Dann gilt A = Ap.

Satz von Goédel-Herbrand-Skolem

Sei ¢ gleichungsfreie Aussage in Skolemform. Sie ist genau
dann erfiillbar, wenn die Formelmenge E(¢) (im
aussagenlogischen Sinn) erfiillbar ist.

Beweis: ¢ erfiillbar < ¢ hat ein Herbrand-Modell < E(yp) ist im
aussagenlogischen Sinne erfiillbar.

Satz von Herbrand

Eine gleichungsfreie Aussage ¢ in Skolemform ist genau
dann unerfiillbar, wenn es eine endliche Teilmenge von
E(p) gibt, die (im aussagenlogischen Sinn) unerfiillbar ist.

(Jacques Herbrand (1908-1931))

Beweis: ¢ unerfiillbar < E(p) unerfiillbar < es gibt M C E(¢) endlich
und unerfiillbar

Algorithmus von Gilmore

Sei ¢ gleichungsfreie Aussage in Skolemform und sei a1, a2, as, ...
Aufzéhlung von E(p).
Eingabe: ¢

n:=0;

repeat n :=n +1;

until { alpha_1, alpha_2,..

eine

., alpha_n } ist unerfiillbar;

Folgerung: Sei ¢ eine gleichungsfreie Aussage in Skolemform. Dann gilt: -
‘Wenn die Eingabeformel ¢ unerfiillbar ist, dann terminiert der
Algorithmus von Gilmore und gibt “unerfiillbar” aus. - Wenn die
Eingabeformel ¢ erfiillbar ist, dann terminiert der Algorithmus von
Gilmore nicht, d.h. er lduft unendlich lange.

Beweis: unmittelbar mit Satz von Herbrand

Zusammenfassung: alternative Semi-Entscheidungsverfahren fiir die
Menge der allgemeingiiltigen Formeln. - Berechne aus 1 eine zu —
erfiillbarkeitsdquivalente gleichungsfreie Formel ¢ in Skolemform. - Suche
mit dem Algorithmus von Gilmore nach einer endlichen Teilmenge E’
von E(¢), die unerfiillbar ist.

Berechnung von Lésungen

Beispiel - v = Va, y(R(z, f(y)) A R(g(x),y)) - ¢ = Vz,yR(z, y) - Gilt
{7} IF »? nein, denn A IF v A = mit - A = (N, f4, 94, R) -

fAM=EA (n)=n+18$ fiir alle n € N - R* = N2\{(0,0)} - Gibt es
variablenfreie Terme s und t mit {v} IF R(s,t)? - ja: z.B.

(5,8) = (9(£(a)), 9(a)) oder (s, ) = (g(a), g(a)) oder (s,) = (a, f(b)) -
Kann die Menge aller Termpaare (s, t) (d.h. aller “Lésungen”) mit
{7} IF R(s,t) effektiv und iibersichtlich angegeben werden? - Wegen
{7} IF R(s,t) & v A =R(s,t) unerfiillbar ist die gesuchte Menge der
variablenfreien Terme (s, t) semi-entscheidbar, d.h. durch eine
Turing-Maschine beschrieben. - Im Rest des Logikteils der Vorlesung
“Logik und Logikprogrammierung” wollen wir diese Menge von
Termpaaren “besser” beschreiben (zumindest in einem Spezialfall, der
die Grundlage der logischen Programmierung bildet).

Erinnerung

Eine Horn-Klausel der Pridikatenlogik ist eine Aussage
der Form Vz1Vzs..Vo,((nL Aai Aas Ao Aam) — B),
mit m > 0, atomaren Formeln a1, ..., a,, und 8 atomare
Formel oder L.

Aufgabe: ¢1, ..., ¢, gleichungsfreie Horn-Klauseln,

YP(z1,x2,...,x,) = R(t1, ..., tx) atomare Formel, keine Gleichung.
Bestimme die Menge der Tupel (s1,...,s,) von variablenfreien Termen
mit {¢1,..., on} IFP(s1,...,8.) = R(t1, ..., tx)[z1 := s1]...[z, :=s,], d.h.,
fiir die die folgende Formel unerfiillbar ist:

Ai<icn ®i AN2(s1,0058) = Nicicy i A (P(5150008) — L)
Erinnerung - Eine Horn-Formel der Priadikatenlogik ist eine Konjunktion
von Horn-Klauseln der Pradikatenlogik. - Eine Horn-Klausel der
Aussagenlogik ist eine Formel der Form (=L A g1 Ag2 A ... A gm) — r mit
m > 0, atomaren Formeln q1,q2, ..., ¢gm, r atomare Formel od. L.
Beobachtung - Wir miissen die Unerfiillbarkeit einer gleichungsfreien
Horn-Formel der Pradikatenlogik testen. - Ist ¢ gleichungsfreie
Horn-Klausel der Pridikatenlogik, so ist E(¢) eine Menge von
Horn-Klauseln der Aussagenlogik.

Schreib- und Sprechweise - {a1, a2, ..., a,} — B fiir Horn-Klausel der
Pridikatenlogik (=L A ag Az A ... A ay) — B insbes. & — S fiir

—L = B - {(Vi = B:)|1 <i < m} fir Horn-Formel A, ., ., (N; = 8;)
Folgerung: Sei ¢ = A\, ., <, ¢i gleichungsfreie Horn-Formel der
Priadikatenlogik. Dann ist ¢ genau dann unerfiillbar, wenn

Ui<i<n E(@i) im aussagenlogischen Sinne unerfiillbar ist.

Beweis: Fir 1 < ¢ < n sei p; = Vaci, zé, ey wfnid)i. Zur Vereinfachung
nehme wir an, daf§ die Variablen z; firl<i<nund1<j<m;
paarweise verschieden sind.

Folgerung: Eine gleichungsfreie Horn-Formel der Pridikatenlogik
© = Ni1<i<n i ist genau dann unerfiillbar, wenn es eine SLD-Resolution

(Mo = L,My — L,..., My, = 1) aus U;<;<,, E(w:) mit M,,, = @ gibt.

Substitutionen

Eine verallgemeinerte Substitution o ist eine Abbildung der Menge der
Variablen in die Menge aller Terme, so dafl nur endlich viele Variable x
existieren mit o(x) # x.

Sei Def(o) = {x Variable|z # o(x)} der Definitionsbereich der

(dies kann mit Mitteln der Aussagenlogik, z.B. Wahrheitswertetabelle, y@itdigemaisegéad Substitution o. Fiir einen Term t definieren wir den

Gib "unerfiillbar" aus und stoppe.
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Term to (Anwendung der verallgemeinerten Substitution o auf den Term

t) wie folgt induktiv: - zo = o(z) - [f(t1, ..., tk)]o = f(t10o, ..., tgo) fiir
Terme t1,...,tg, f € Q und k = ar(f) Fiir eine atomare Formel

o= P(ty1,...,t;) (d.h. P € Rel,ar(P) = k,t1, ..., t;; Terme) sei

aoc = P(tio, ..., t,o)

Verkniipfungvon verallgemeinerten Substitutionen: Sind o1 und o2
verallgemeinerte Substitutionen, so definieren wir eine neue
verallgemeinerte Substitution o109 durch (o102)(z) = (zo1)0o2.
Beispiel: Sei  Variable und ¢t Term. Dann ist ¢ mit

o(y) = {; fsagilsstz =Y  eine verallgemeinerte Substitution. Fiir alle
Terme s und alle atomaren Formeln a gilt so = sz := t] und
oo = afz := t]. Substitutionen sind also ein Spezialfall der

verallgemeinerten Substitutionen.

Beispiel: Die verallgemeinerte Substitution o mit Def(o) = {z,y, 2} und
o) = f(h(@), o(y) = g(a, h(a")), o(z) = h(a') ist gleich der
verallgemeinerten Substitution [z := f(h(z’))][y := g(a, h(z"))][z :=
h(z")] = [z := f(2)][y := g(a, 2)][z := h(z')]. Es kann sogar jede
verallgemeinerte Substitution o als Verkniipfung von Substitutionen der
Form [z := t] geschrieben werden. Vereinbarung: Wir sprechen ab jetzt
nur von “Substitutionen”, auch wenn wir “verallgemeinerte
Substitutionen” meinen.

Lemma

Seien o Substitution,  Variable und ¢ Term, so dass - (i)
z & Def(o) und - (ii)  in keinem der Terme yo mit

y € Def(o) vorkommt. Dann gilt [z := tlo = o[z := to].

Beispiele: Im folgenden sei t = f(y). - Ist o = [z := g(z)], so gilt

zlz :=tlo = to =t # g(z) = g(2)[z := to] = zo[z := to]. - Ist

o = [y := g(x)], so gilt

ylz :=tlo = yo = g(z) # g(f(g9(x))) = g(z)[z := to] = yo[z := to]. - Ist
o = [y := g(2)], so gelten Def([z :=t]o) = {z,y} = Def(clz :=

to)), [z := tlo(z) = f(9(2)) = oz := to] und

[z :=tlo(y) = o(z) = o[z := to], also [z := t]lo = o[z := to].

Beweis: Wir zeigen y[z := tjo = yo[z := to] fiir alle Variablen y. - y = z:
Dann gilt y[z := t]o = to. AuBerdem yo = = wegen y = = ¢ Def(o) und
damit yo[z := to] = z[z := to] = to. - y # x: Dann gilt y[z := t]lo = yo
und ebenso yo[z := to] = yo, da x in yo nicht vorkommt.

Unifikator/Allgemeinster Unifikator

Gegeben seien zwei gleichungsfreie Atomformeln « und 8. Eine
Substitution o heifit Unifikator von a und 3, falls ac = Bo.

Ein Unifikator ¢ von a und S heifit allgemeinster Unifikator von « und
B, falls fiir jeden Unifikator o’ von o und 8 eine Substitution 7 mit

o’ = oT existiert.

Aufgabe: Welche der folgenden Paare (o, 3) sind unifizierbar? | « | 8 | Ja

| Nein [ | — | — [ — | — || P(f(@) | P(g(y)) | | | P(=) |P(f(»)Il
1Q=, f()] QUf(w), )| |Q(=m, F(¥)| QU (w), fF(2)I 1Q(=, f(x))]
QU W), I |1R(z, g(=), 9°(@))| R(f(2),w, g(w)) ||

Zum allgemeinsten Unifikator

Eine Variablenumbenennung ist eine Substitution p, die Def(p) injektiv
in die Menge der Variablen abbildet.

Lemma

Sind o1 und o3 allgemeinste Unifikatoren von o und S, so
existiert eine Variablenumbenennung p mit o2 = o1p.

Beweis: o1 und o2 allgemeinste Unifikatoren = es gibt Substitutionen 71
und 72 mit o171 = o2 und o272 = o1. Definiere eine Substitution p

. _ 71 falls es x gibt, so dass y in xo; vorkommt
durch: p(y) = {z sonst b Y

Wegen Def(p) C Def(r1) ist Def(p) endlich, also p eine Substitution. -
Fiir alle Variablen z gilt dann zo1p = o171 = 2oz und daher o2 = o1p.
- Wir zeigen, dass p(y) Variable und p auf Def(p) injektiv ist: Sei

y € Def(p). Dann existiert Variable z, so dass y in zo1 vorkommt. Es
gilt o1 = xoame = xo17172, und damit y = ymi72 = ypr2 = p(y)72, d.h.
p(y) ist Variable, die Abbildung p : Def(p) — {z|z Variable} ist
invertierbar (durch 7o) und damit injektiv.
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Unifikationsalgorithmus

e Eingabe: Paar(a, 8) gleichungsfreier Atomformeln o :=
Substitution mit Def(o) = @ (d.h. Identitéit)

while ao # Bo do

Suche die erste Position, an der sich ao und Bo unterscheiden
if keines der beiden Symbole an dieser Position ist eine Variable
then stoppe mit “nicht unifizierbar”

else sei x die Variable und ¢ der Term in der anderen Atomformel
(moglicherweise auch eine Variable)

— if  kommt in t vor, .
— then stoppe mit “nicht unifizierbar”

— else 0 := o[z :=t]

endwhile
e Ausgabe: o

Satz

e (A) Der Unifikationsalgorithmus terminiert fiir jede
Eingabe.

Wenn die Eingabe nicht unifizierbar ist, so
terminiert der Unifikationsalgorithmus mit der
Ausgabe “nicht unifizierbar”.

Wenn die Eingabe (o, 8) unifizierbar ist, dann
findet der Unifikationsalgorithmus einen
allgemeinsten Unifikator von « und S.

e (B)

e (O

(C) besagt insbesondere, dafl zwei unifizierbare gleichungsfreie
Atomformeln (wenigstens) einen allgemeinsten Unifikator haben.
Nach dem Lemma oben haben sie also genau einen allgemeinsten
Unifikator (bis auf Umbenennung der Variablen).

Die drei Teilaussagen werden in getrennten Lemmata bewiesen werden.

Lemma (A) Der Unifikationsalgorithmus terminiert fiir
jede Eingabe(a, B).

Beweis: Wir zeigen, daf3 die Anzahl der in ao oder So vorkommenden
Variablen in jedem Durchlauf der while-Schleife kleiner wird. Betrachte
hierzu einen Durchlauf durch die while-Schleife. Falls der Algorithmus in
diesem Durchlauf nicht terminiert, so wird o auf o[z := t] gesetzt.
Hierbei kommt z in ao oder in Bo vor und der Term t enthélt x nicht.
Also kommt  weder in ac[z := t] noch in Bo[z := t] vor.

Lemma (B) Wenn die Eingabe nicht unifizierbar ist, so
terminiert der Unifikationsalgorithmus mit der Ausgabe
“nicht unifizierbar”.

Beweis: Sei die Eingabe («, 8) nicht unifizierbar. Falls die Bedingung
ao # Bo der while-Schleife irgendwann verletzt wire, so wire («, 3)
doch unifizierbar (denn o wiére ja ein Unifikator). Da nach Lemma (A)
der Algorithmus bei Eingabe (o, 3) terminiert, muss schlieflich “nicht
unifizierbar” ausgegeben werden.

Lemma (C1) Sei o’ ein Unifikator der Eingabe (a, ), so
dass keine Variable aus a oder 8 auch in einem Term aus
{yo’'|y € Def(c’)} vorkommt. Dann terminiert der
Unifikationsalgorithmus erfolgreich und gibt einen
Unifikator o von a und B aus. Auflerdem gibt es eine
Substitution 7 mit ¢’ = o7.

Beweis: - Sei N € N die Anzahl der Durchldufe der while-Schleife (ein
solches N existiert, da der Algorithmus nach Lemma (A) terminiert). -
Sei og Substitution mit Def(o¢) = &, d.h. die Identitét. Fiir 1 <i < N
sei o; die nach dem i-ten Durchlauf der while-Schleife berechnete
Substitution o. - Fiir 1 <7 < N sei z; die im i-ten Durchlauf behandelte
Variable z und t; der entsprechende Term ¢. - Fiir 0 < ¢ < N sei 7; die
Substitution mit 7;(z) = o’(x) fiir alle

z € Def(r;) = Def(o")\{z1,z2,...,z:}.
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Behauptung: 1. Fiir alle 0 < 4 < N gilt ¢’ = o37;. 2. Im i-ten Durchlauf
durch die while-Schleife (1 < 4 < N) terminiert der Algorithmus entweder
erfolgreich (und gibt die Substitution on aus) oder der Algorithmus
betritt die beiden else-Zweige. 3. Fiir alle 0 < ¢ < N enthalten

{aoi, Boi} und T; = {y7i|ly € Def(7:)} keine gemeinsamen Variablen.
Aus dieser Behauptung folgt tatsédchlich die Aussage des Lemmas: - Nach
(2) terminiert der Algorithmus erfolgreich mit der Substitution on.
Daher gilt aber aocny = Bon, d.h. on ist ein Unifikator. - Nach (1) gibt
es auch eine Substitution 7,, mit ¢’ = onTn.

Lemma (C) Sei die Eingabe (a, 8) unifizierbar. Dann
terminiert der Unifikationsalgorithmus erfolgreich und gibt
einen allgemeinsten Unifikator o von a und S aus.

Beweis: Sei o’ ein beliebiger Unifikator von o und 3. Sei

Y = {y1,¥2, ..., yn} die Menge aller Variablen, die in {yo’|y € Def(c’)}
vorkommen. Sei Z = {z1, 22, ..., 2 } eine Menge von Variablen, die weder
in a noch in 8 vorkommen. Sei p die Variablenumbenennung mit
Def(p) =Y U Z, p(yi) = z; und p(z;) = y; fiir alle 1 < i < n. Dann ist
auch o’p ein Unifikator von « und 8 und keine Variable aus o oder g
kommt in einem der Terme aus {yo’'p|ly € Def(c')} vor. Nach Lemma
(C1) terminiert der Unifikationsalgorithmus erfolgreich mit einem
Unifikator o von « und 8, so dass es eine Substitution 7 gibt mit

o'p =or. Also gilt ¢’ = o(rp~1). Da ¢’ ein beliebiger Unifikator von «
und B war und da die Ausgabe o des Algorithmus nicht von o’ abhingt,
ist o also ein allgemeinster Unifikator.

Satz

e (A) Der Unifikationsalgorithmus terminiert fiir jede
Eingabe.

Wenn die Eingabe nicht unifizierbar ist, so
terminiert der Unifikationsalgorithmus mit der
Ausgabe “nicht unifizierbar”.

Wenn die Eingabe (a, 8) unifizierbar ist, dann
findet der Unifikationsalgorithmus immer einen
allgemeinsten Unifikator von a und 3.

e (B)

e (O

(C) besagt insbesondere, dafl zwei unifizierbare gleichungsfreie
Atomformeln(wenigstens) einen allgemeinsten Unifikator haben.
Damit haben sie aber genau einen allgemeinsten Unifikator (bis
auf Umbenennung der Variablen).

Pridikatenlogische SLD-Resolution

Erinnerung - Eine Horn-Klausel der Priadikatenlogik ist eine Aussage der
Form Vzi1Vzs..Va, (L Aot Aaz Ao Aauyyn) = B) =¥ mit m >0,
atomaren Formeln a1, ..., @y, und 8 atomare Formel oder L. Sie ist
definit, wenn 8 # L. -

E(p) = {¥[z1 := t1][z2 := t2]...[xy, := tn]|t1,t2, ..., tn € D(c)} - Eine
Horn-Klausel der Aussagenlogik ist eine Formel der Form

(=L Ag1 Ag2 A ...\ @m) — r mit m > 0, atomaren Formeln

q1,92, ---s ¢m,r atomare Formel oder L.

Schreib- und Sprechweise: Fiir die Horn-Klausel der Priadikatenlogik
Vzy.. Ve, (L Aai Aas A ... A ay,) — B schreiben wir kiirzer

{a1,as, ..., } — B. insbes. & — B fiir Va1..Va,(-L — B)
Erinnerung: Sei I'' eine Menge von Horn-Klauseln der Aussagenlogik.
Eine aussagenlogische SLD-Resolution aus I' ist eine Folge

(Mo —» L,My — L,..., M,, — L) von Hornklauseln mit - (Mo — L) € T
und - fiir alle 0 < n < m existiert (N — q) € I mit ¢ € M,, und

Myy1 = Ma\{g} UN

Definition

Sei I eine Menge von gleichungsfreien Horn-Klauseln der
Priadikatenlogik. Eine SLD-Resolution aus I' ist eine Folge
(Mo — L,00),(My — L,01),..., (My, = L,04,)) von
Horn-Klauseln und Substitutionen mit - (Mo — L) € T’
und Def(og) = @ - fiir alle 0 < n < m existieren

@ #QC M,,(N — a) € T und Variablenumbenennung p,

so dass - (N U {a})p und M, variablendisjunkt sind, -
on+1 ein allgemeinster Unifikator von ap und Q ist und -
Mp41 = (Mp\QU Np)onit1.

Ziel: Seien I' = {1, ..., pn } Menge gleichungsfreier Horn-Klauseln,
W(z1,x2,...,x,) = R(t1, ..., tx) atomare Formel, keine Gleichung und
(s1,...,8,) Tupel variablenloser Terme. Dann sind #dquivalent: 1.

T'IF ¥(sy,...,s,.).2. Es gibt eine SLD-Resolution

(Mn — L,0n)){0 <n <m}aus ' U{My — L} mit

Moy = {¥(z1,...,x,)} und M,, = @ und eine Substitution 7, so dass
S§; = x;0001...0,T fiir alle 1 < ¢ < ¢ gilt.

Lemma

Sei I' Menge von gleichungsfreien Horn-Klauseln der
Pridikatenlogik und (M, — L, 0n))o<n<m eine
SLD-Resolution aus I' U { My — L} mit M,, = &. Dann
gilt ' Ik Wogoi103...0p, fiir alle ¥ € M.

Konsequenz: I' = {1, ..., 00}, Mo = {¥(z1,...,z,)}, T Substitution, so
dass s; = x;000102...0,, 7 variablenlos fiir alle 1 < 7 < . Nach dem
Lemma gilt also I" I ¥(z1, ...,2,)00...0,, und damit
iF¥(x1,...,2,)00...0mT = ¥(s1,...,s,). Die Implikation (2) = (1) des
Ziels folgt also aus diesem Lemma.

Lemma

Sei I' eine Menge von definiten gleichungsfreien
Horn-Klauseln der Priadikatenlogik, sei M — L eine
gleichungsfreie Horn-Klausel und sei v Substitution, so
dass Mv variablenlos ist und I" IF Mv gilt. Dann existieren
eine pridikatenlogische SLD-Resolution

((My, = L,0n))o<n<m und eine Substitution 7 mit

Mo = M, M,, = @ und Myopo1...0mT = M,.

Konsequenz: T = {¢1, ..., ¢}, M = {8(@1, .0y )}, 51, 5.}
variablenlose Terme, so dass {¢1, ..., on} IF ¥(s1,...,5.) = Y(z1,..., 2, )V
mit v(z;) = s;. Dann existieren SLD-Resolution und Substitution 7 mit
Myo0...00, 7 = Mv = {%(s1,...,s,)}. Die Implikation (1) = (2) des Ziels
folgt also aus diesem Lemma.

Satz

Sei I' eine Menge von definiten gleichungsfreien
Horn-Klauseln der Préadikatenlogik, sei M — L eine
gleichungsfreie Horn-Klausel und sei v Substitution, so
dass Mv variablenlos ist. Dann sind dquivalent: - T IF Mv -
Es existieren eine SLD-Resolution ((M, — L,0n))o<n<m
aus I'U{Mv — L} und eine Substitution 7 mit

My = M, M,, = & und Mooogo1...0mT = Mv.

Konsequenz: I' = {1, ..., 00}, Mo = {¢(z1,...,z,)} = {R(t1,t2, ..., tx)}.
Durch SLD-Resolutionen kénnen genau die Tupel variablenloser Terme
gewonnen werden, fiir die gilt: {¢1, ..., on} IF YP(s1,...,8,)

Zusammenfassung Pridikatenlogik

e Das natiirliche Schlieflen formalisiert die “iiblichen” Argumente in
mathematischen Beweisen.

e Das natiirliche Schlieflen ist vollstdndig und korrekt.

e Die Menge der allgemeingiiltigen Formeln ist semi-entscheidbar,
aber nicht entscheidbar.

e Die Menge der Aussagen, die in (N, +, %, 0, 1) gelten, ist nicht
semi-entscheidbar.

e Die SLD-Resolution ist ein praktikables Verfahren, um die Menge
der “Losungen” (si,...,s,) von I' IF % (s1,...,s,) zu bestimmen
(wobei I Menge von gleichungsfreien Horn-Klauseln und v
Konjunktion von gleichungsfreien Atomformeln sind.



Logik und Logikprogrammierung

Logische Programmierung
Einfithrung in die Kiinstliche Intelligenz (KI)

Ziel: Mechanisierung von Denkprozessen

Grundidee (nach G.W. Leibniz) 1. lingua characteristica -
Wissensdarstellungssprache 2. calculus ratiocinator -
Wissensverarbeitungskalkiil

Teilgebiete der KI - Wissensreprisentation - maschinelles Beweisen
(Deduktion) - KI-Sprachen: Prolog, Lisp - Wissensbasierte Systeme -
Lernen (Induktion) - Wissensverarbeitungstechnologien (Suchtechniken,
fallbasiertes Schliefen, Multiagenten-Systeme) - Sprach- und
Bildverarbeitung

Logische Grundlagen
PROLOG - ein “Folgerungstool”

Sei M eine Menge von Aussagen, H eine Hypothese.

H folgt aus M (M I+ H), falls jede Interpretation, die zugleich alle
Elemente aus M wahr macht (jedes Modell von M), auch H wahr macht.
Fiir endliche Aussagenmengen M = {A, Aa, ..., A,,} bedeutet das:

M- H, gdw. ag(A]_, Ai = A) bzw. (was dasselbe ist)
FHATZy Ai A= A)

Aussagen in PROLOG: HORN-Klauseln des PK1

VX,..VX (AX,,..X, )<—/\A,(X1,...X ))

Klauselkopf

KIauseIkorper

A(X1,..., Xpn), Ai (X1, ..., X5) quantorfreie Atomformeln, welche die
allquantifizierten Variablen Xy, ..., X,, enthalten kénnen

Varianten / Spezialfille 1. Regeln (vollstindige HORN-Klauseln)
VXl‘..VXn(A(Xl, ey n) — /\771 Ai(Xl, N Xn)) 2. Fakten
(HORN-Klauseln mit leerem Klauselkdrper)

VX1..VX0(A(X1, ..., Xp) < true) 3. Fragen (HORN-Klauseln mit
leerem Klauselkopf) VX1...VX, (false < A]_, Ai(X1,..., Xn)) 4. leere
HORN-Klauseln (mit leeren Kopf & leerem Korper) false < true
Effekte der Beschrinkung auf HORN-Logik 1. Uber HORN-Klauseln gibt
es ein korrektes und vollstindiges Ableitungsverfahren. -
{Ki,...Kp}IF H,gdw. {K1,...,Kn} Frop H 1. Die Suche nach einer
Folge von Resolutionsschritten ist algorithmisierbar. - Das Verfahren
“Tiefensuche mit Backtrack” sucht systematisch eine Folge, die zur
leeren Klausel fiihrt. - Rekursive und/oder metalogische Pridikate stellen
dabei die Vollstédndigkeit in Frage. 3. Eine Menge von HORN-Klauseln
mit nichtleeren Klauselkdpfen ist stets erfiillbar; es lassen sich keine
Widerspriiche formulieren. - K1 A Ka... A K,, # false

Die systematische Erzeugung von (HORN-) Klauseln 1.
Verneinungstechnischen Normalform (VINF): = steht nur vor
Atomformeln - =—A = A 2. Erzeugung der Prédnexen Normalform
(PNF): V, 3 stehen vor dem Gesamtausdruck -

VXA(X)— B=3X(A(X) — B) - 3XA(X) > B=VX(A(X) - B) 3.
Erzeugung der SKOLEM ‘schen Normalform (SNF): 3 wird eliminiert
Notation aller existenzquantifizierten Variablen als Funktion derjenigen
allquantifizierten Variablen, in deren Wirkungsbereich ihr Quantor steht.
Dies ist keine dquivalente - , wohl aber eine die Kontradiktorizitét
erhaltende Umformung. 4. Erzeugung der Konjunktiven Normalform
(KNF) Durch systematische Anwendung des Distributivgesetzes

AV (BAC)=(AV B)A(AVC) lidsst sich aus der SNF

VX1..VX, A(X1, ..., X,) stets die dquivalente KNF

VX1..YX0 (LY V.. VLTY)Y Ao A (LY, V... V L™)) erzeugen. Die LF
sind unnegierte oder negierte Atomformeln und heiflen positive bzw.
negative Literale. 5. Erzeugung der Klauselform (KF) Jede der

.V L{k) der KNF kann man als
WV LMY e (D AL ALY

notieren, indem man alle positiven Literale LZ7 ey Lgm disjunktiv

Elementardisjunktionen (le \%

dquivalente Implikation (Klausel) (LZ Y]
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verkniipft in den DANN-Teil (Klauselkopf) und alle negativen Literale

ij'*'l sy Lgk konjunktiv verkniipft in den WENN-Teil (Klauselkérper)
notiert. 6. Sind die Klauseln aus Schritt 5. HORN? In dem Spezialfall,
dass alle Klauselkdpfe dabei aus genau einem Literal bestehen, war die
systematische Erzeugung von HORN-Klauseln erfolgreich; anderenfalls
gelingt sie auch nicht durch andere Verfahren. Heifit das etwa, die
HORN-Logik ist eine echte Beschrinkung der Ausdrucksfihigkeit?
Richtig, das heif3t es.

Im Logik-Teil dieser Vorlesung lernten Sie eine Resolutionsmethode fiir
Klauseln kennenlernen - ... deren Algorithmisierbarkeit allerdings an
der “kombinatorischen Explosion” der Resolutionsmdoglichkeiten
scheitert, aber ... - ... in der LV “Inferenzmethoden” konnen Sie noch
ein paar “Tricks” kennenlernen, die “Explosion” einzuddmmen

Inferenz in PROLOG: Resolution nach ROBINSON
gegeben: - Menge von Regeln und Fakten M M = {Kl, ey
Hypothese —H —H = A\, H; = false - \[*, H,

Ziel: Beweis, dass M |- H. kt(/\,l: K; N—H)

Eine der Klauseln habe die Form A «— A} _, By. (A, Bg- Atomformeln)
Es gebe eine Substitution (Variablenersetzung) v fiir die A und eines der
H, (etwa H;) vorkommenden Variablen, welche A und H; syntaktisch
identisch macht

M= N\]_, Ki AN —~(A\]~, H;) ist kontradiktorisch (kt M), gdw. M‘ nach
Ersetzen von H durch /\lii v(H;) A N—y v(Br) A NJL 4, v(H;) noch
immer kontradiktorisch ist.

Jetzt wissen wir also, wie man die zu zeigende Kontradiktorizitdt auf eine
andere - viel kompllzlertere Kontradiktorizitdt zuriickfithren kann. Fiir

p =0 und m = 1 wird es allerdings trivial. Die sukzessive Anwendung
von Resolutionen muss diesen Trivialfall systematisch herbeifiihren:

K, } - negierte

Satz von ROBINSON

M = , Ki A —~H ist kontradiktorisch (kt M*), gdw.

durch w1ederholte Resolutionen in endlich vielen Schritten
die negierte Hypothese -H = false < H durch die leere
Klausel false < true ersetzt werden kann.

Substitution - Eine (Variablen-) Substitution v einer Atomformel A ist
eine Abbildung der Menge der in A vorkommenden Variablen X in die
Menge der Terme (aller Art: Konstanten, Variablen, strukturierte
Terme). - Sie kann als Menge von Paaren [Variable, Ersetzung] notiert
werden: v = {[z,t] : x € X,t = v(z)} - Fiir strukturierte Terme wird die
Substitution auf deren Komponenten angewandt:

v(f(ti, ..., tn)) = f(v(t1),...,v(tn)) - Verkettungsoperator o fiir
Substitutionen driickt Hintereinander-anwendung aus: o o v(t) = o(v(t))
- Substitutionen, die zwei Terme syntaktisch identisch machen, heiflen
Unifikator: vunifiziert zwei Atomformeln (oder Terme) s und ¢ (oder:
heifit Unifikator von s und t), falls dessen Einsetzung s und ¢ syntaktisch
identisch macht.

Unifikation Zwei Atomformeln p(ti1, ..., t1n) und pa(tan, ..., tan)
sind unifizierbar, gdw. - sie die gleichen Priadikatensymbole aufweisen
(p1 = p2), - sie die gleichen Stelligkeiten aufweisen (n = m) und - die
Terme t1; und to2; jeweils miteinander unifizierbar sind.

Die Unifizierbarkeit zweier Terme richtet sich nach deren Sorte: 1. Zwei
Konstanten t; und t2 sind unifizierbar, gdw. t; = t2 2. Zwei

strukturierte Terme f(t11,...,%1,) und f(t21, ..., t2,) sind unifizierbar,
gdw. - sie die gleichen Funktionssymbole aufweisen (f1 = f2), - sie die
gleichen Stelligkeiten aufweisen (n = m) und - die Terme ¢1; und t2;
jeweils miteinander unifizierbar sind. 3. Eine Variable ¢; ist mit einer
Konstanten oder einem strukturierten Term t2 unifizierbar. t; wird
durch tg ersetzt (instanziert): t1 := to 4. Zwei Variablen ¢; und 2 sind
unifizierbar und werden gleichgesetzt: t1 := t2 baw. t2 := t1
Genltigt “irgendein” Unifikator? - ein Beispiel -
Ky :p(A,B) < q(A) Ar(B) - Kz : q(c¢) + true - K3 : r(d) <+ true -
—H : false < p(X,Y) - Unifikatoren fiir HY und Kopf von Ki: -

L= {[Xv a]7 [Y7 b]1 [Aa a]v [Bvb]} -7 = {[X7 a]7 [Yv B]v [Ava]} -

P =[x, AL, [Y,b],[B,b]} - v* = {[A, X],[B,Y]} ... - Obwohl
{K1, K2, K3} I H, gibt es bei Einsetzung von v*, v? und v* keine Folge
von Resolutionsschritten, die zur leeren Klausel fiihrt. - Bei Einsetzung

von v* hingegen gibt es eine solche Folge. - Die Vollstindigkeit des
Inferenzverfahrens héingt von der Wahl des “richtigen” Unifikators ab. -
Dieser Unifikator muss moglichst viele Variablen variabel belassen.
Unnotige Spezialisierungen versperren zukiinftige Inferenzschritte. - Ein
solcher Unifikator heifit allgemeinster Unifikator bzw. “most general
unifier” (m.g.u.).

Allgemeinster Unifikator

Eine Substitution heifit allgemeinster Unifikator (most
general unfier; m.g.u.) zweier (Atomformeln oder) Terme s
und t (v = m.g.u.(s,t)), gdw. 1. die Substitution v ein
Unifikator von s und ¢ ist und 2. fiir jeden anderen

Unifikator ¢ von s und t eine nichtleere und nicht
identische Substitution 7 existiert, so dass o = 7 o v ist.

graphisch betrachtet:

Der Algorithmus zur Berechnung des m.g.u. zweier Terme s und ¢
verwendet Unterscheidungsterme: Man lese s und t zeichenweise simultan
von links nach rechts. Am ersten Zeichen, bei welchem sich s und ¢
unterscheiden, beginnen die Unterscheidungsterme s* und ¢* und
umfassen die dort beginnenden (vollstéindigen) Teilterme.

Algorithmus zur Bestimmung des allgemeinsten Unifikators 2er Terme

input: s, t

output: Unifizierbarkeitsaussage, ggf. v = m.g.u.(s, t)
=00 =8, = s;t; =t

Start: s; und t; identisch?

ja = s und t sind unifizierbar, v = v; = m.g.u.(s,t) (fertig)
nein = Bilde die Unterscheidungsterme s; und ¢

— s oder t; Variable?
— nein = s und t sind nicht unifizierbar (fertig)
— ja = sei (0.B.d.A.) s} eine Variable

C ¢7? (enthilt t; die Variable s} 7)
* ja = s und t sind mcht un1ﬁz1erbar (fertig)

* S

* nein =
V=[5, ] [s,8] € vyt 1= tleumsen} U {[s], 1]}
s’ = V/(Si);t, =v(t;);i =1+ 1;
vy ‘:I/,Sl =5’ 7 .7t

- gehe zu Start



Logik und Logikprogrammierung

Yoshihito und Sadako sind die Eltern von Hirohito.

Logische Programmierun
g g ) vater_von(yoshihito,hirohito).

Veranschaulichung ohne Unifikation

Einordnung des logischen Paradigmas mutter_von(sadako, hirohito). Wissensbasis: (1) A,. Ziel (Frage, Hypothese):  ?-A,, B,.
l Programmicrparadjgmen J Kuniyoshi un(% Ch.ikako sind die Eltern von Nagako. (2) AZ‘.
I vater_von(kunioshi,nagako). (3) B;:
! P i ~ mutter_von(chikako,nagako). 4) B,:
[ imperativ (prozedural) J deskriptiv (deklarativ) Akihito‘s und Hitachi‘s Eltern sind Hirohito und Nagako.
1 % 1 vater_von(hirohito,akihito). Veranschaulichung

Was ?
funktionale oder logische

vater_von (hirohito,hitachi).

durch Suchbaum:
mutter_von(nagako,akihito).

Beschreibung des Problems mutter_von(nagako,hitachi). *  Knoten = akt. Ziel
Der Grofivater ist der Vater des Vaters oder der Vater der Mutter.
G objekt- o ogik- grossvater_von(G,E) :- vater_von(G,V), vater_von(V,E). *  Kante - _
oricnticrt P i orientiert grossvater_von(G,E) :-vater_von(G,M),mutter_von(M,E). Resolutionsschritt
: B 1 o Geschwister haben den gleichen Vater und die gleiche Mutter. «  Markicrung =
Jfreier” Zugrifi viethodenzugrif] PROLO geschwister(X,Y) :- vater_von(V,X), vater_von(V,Y), ung
auf Daten Objekthierarchic mﬁhe und éihnlich mutter_von(M,X), mutter_von(M,Y). Resolutionsklausel

Tiefensuche mit Backtrack: Es werden anwendbare Klauseln fiir das erste
Teilziel gesucht. Gibt es ... - ... genau eine, so wird das 1. Teilziel
durch deren Korper ersetzt. - ... mehrere, so wird das aktuelle Ziel
inklusive alternativ anwendbarer Klauseln im Backtrack-Keller abgelegt

“deskriptives” Programmierparadigma = 1. Problembeschreibung - Die
Aussagenmenge M = {K1, ..., K, }, iiber denen gefolgert wird, wird in

Visual Prolog benétigt aber einen Deklarationsteil fiir Datentypen und
Form von Fakten und Regeln im PK1 notiert. - Eine mutmafliche

Aritéiten der Priadikate, der fiir die o.g. Wissensbasis so aussieht:

Folgerung (Hypothese) H wird in Form einer Frage als negierte domains n . .

H gothesge(hiiSu ot 1); 2 (+) Pro rammverarbeigtun B A%lf der Suche person = symbol und die am weitesten oben stehende Klausel angewandt. - ... keine

eizgs Beweises fﬁgr Mgll- H werden gurch muster cstcgcrtc predicates (mehr), so wird mit dem auf dem Backtrack-Keller liegendem Ziel die
g vater_von(person,person) % bei nichtdeterministischen Priddikatddearbeitung fortgesetzt.

Prozedur-Aufrufe Resolutions-Schritte zusammengestellt. - Dem
“Programmierer” werden (begrenzte) Méglichkeiten gegeben, die
systematische Suche zu beeinflussen.

Syntax

Syntax von Klauseln | | Syntax | Beispiel | — | — | — | Fakt |
praedikatensymbol(term,. .. term). | liefert(xy_ag,motor,vw). Regel |
praedikatensymbol(term,. .. term) :- praedikatensymbol(term,...term)
,... , praedikatensymbol(term,...term). | konkurrenten(Fal,Fa2) :-
liefert(Fal,Produkt,),liefert(Fa2, Produkt,). Frage | ?-
praedikatensymbol(term,...term) , ...

mutter_von(person,person) .

grossvater_von(person,person)

geschwister (person,person)
clauses

< Wissensbasis einfiigen und Klauseln gleichen Kopfprédikates gruppier

goal
< Frage ohne "7-" einfiigen>

2. Beispiel 2 (BSP2.PRO)

% kann man "nondeterm" vor das
% Pradikat schreiben, um die

% Kompilation effizienter zu machen

Dies geschieht solange, bis - das aktuelle Ziel leer ist oder - keine Klausel

(mehr) anwendbar ist und der Backtrack-Keller leer ist.

Veranschaulichung mit Unifikation

em~

(1) arbeitet in(meier,raum_1).
(2) arbeitet in(mueller,raum_1).
(3) arbeitet_in(otto,raum_2).
(4) anschluss_in(raum_2).

Zusitzliche Markierung der Kanten
mit der Variablenersetzung
(dem Unifikator).

(5) erreichbar(K) :- arbeitet in(K,R), anschluss_in(R).

?- erreichbar(Wer).

e Kollegen Meier und Miiller arbeiten im Raum 1, Kollege Otto im

,praedikatensymbol(term,. .. term). | ?- konkurrenten(ibm,X),
Raum 2 und Kollege Kraus im Raum 3. K=Wer | (5)

liefert(ibm,_,X).

Syntax von Termen | | | Syntax | Beispiele | | — | — | — | — | Konstante e arbeitet_in(meier,raum_1). [ 7 arbeitet in(WerR)pansehluss_in(R) ]

| Name | Zeichenfolge, beginnend mit Kleinbuchstaben, die Buchstaben, e arbeitet_in(mueller,raum-1). Wer:=meier > F—— = - Weri=otto
Ziffern und - enthalten kann. | otto_1 , tisch, hund || beliebige e arbeitet_in(otto,raum-2). R:=mum7% M "1 @ 3) Ri=raum_2
Zeichenfolge in “...” geschlossen | “Otto”, “r@ho” || Sonderzeichenfolge | e arbeitet_in(kraus,raum_3). _ — r c_eum = o
%&S§|Zahl|Zif fernfolge, ggf.mitVorzeichen, DezimalpunktundEmponentendqr%%%@;rﬁé&,l(isgilllé%i}lgslf sn Riumen 2 und 3. [? anschlubs_m(raum_l).] [? e - _1)'] [ aHSChIUSS_m(raum_z)']
12V ariable|allg.|Zeichen folge, mitGroBbuchstabenoder_beginnend| X, Was,q ltgrlﬂﬁggﬂggt%qggﬁ%ﬁﬁh|,strukturie7"terTerm|allg.|funktionssymbol( )

| [mueller|[mayer|[]]] || [term,term, ..., term] |

e anschluss_in(raum_3).

e Ein Kollege ist erreichbar, wenn er in einem Raum mit
Netzanschluss arbeitet.
e erreichbar(K) :- arbeitet_in(K,R),anschluss_in(R).

e 2 Kollegen kénnen Daten austauschen, wenn sie im gleichen

[mueller, mayer, schulze]

BACKUS-NAUR-Form - PROLOG-Programm ::= Wissensbasis
Hypothese - Wissensbasis ::= Klausel | Klausel Wissensbasis - Klausel
::= Fakt | Regel - Fakt ::= Atomformel. - Atomformel ::=
Pridikatensymbol (Termfolge) - Priadikatensymbol ::= Name - Name ::=

Zusédtzliche Markierung der Kanten mit der Variablenersetzung (dem
Unifikator).

PROLOG aus prozeduraler Sicht

Kleinbuchstabe |Kleinbuchstabe Restname | “Zeichenfolge” |
Sonderzeichenfolge - RestName ::= Kleinbuchstabe | Ziffer | _ |
Kleinbuchstabe RestName | Ziffer RestName | - RestName - ...

PROLOG aus logischer Sicht

Was muss der Programmierer tun? - Formulierung einer Menge von
Fakten und Regeln (kurz: Klauseln), d.h. einer Wissensbasis

M = {Ki, ..., K, } - Formulierung einer negierten Hypothese (Frage,
Ziel) -H = N H; = false < A\]2, H;

Was darf der Programmierer erwarten? - Dass das “Deduktionstool”
PROLOG M IF H zu zeigen versucht, d.h. kt(A7_; K; A—~H) ) - ...,
indem systematisch die Resolutionsmethode auf —H und eine der
Klauseln aus M angewandt wird, solange bis - H = false < true
entsteht

Formulierung von Wissensbasen

1. Beispiel 1 (BSP1.PRO)
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Raum arbeiten oder beide erreichbar sind.
e koennen_daten_austauschen(K1,K2) :-
arbeitet_in(K1,R),arbeitet_in(K2,R).
e koennen_daten_austauschen(K1,K2) :-
erreichbar(K1),erreichbar(K2).

Deklarationsteil
domains
person, raum: symbol
predicates
arbeitet_in(person,raum)
ansluss_in(raum)
erreichbar (person)
koermen_daten_austauschen(person ,person)
clauses

goal’

Verarbeitung Logischer Programme

Beispiel: die “Hackordnung” 1. chef_von(mueller,mayer). 2.
chef_von(mayer,otto). 3. chef_von(otto,walter). 4.
chef_von(walter,schulze). 5. weisungsrecht(X,Y) :- chef_von(X,Y). 6.
weisungsrecht(X,Y) :- chef_von(X,Z), weisungsrecht(Z,Y).

Deklarative Interpretation In einem Objektbereich

I = {mueller, mayer, schulze, ...} bildet das Pradikat
weisungsrecht(X,Y) [X,Y] auf wahr ab, gdw. - das
Pridikat chef,on(X,Y) das Paar [X, Y] auf wahr abbildet
oder - es ein Z € I gibt, so dass - das Pradikat
chef,on(X, Z) das Paar [X, Z] auf wahr abbildet und -
das Priadikat weisungsrecht(Z,Y) das Paar [Z,Y] auf
wahr abbildet.

Prozedurale Interpretation Die Prozedur
weisungsrecht(X,Y) wird abgearbeitet, indem 1. die
Unterprozedur chef,on(X,Y) abgearbeitet wird. Im
Erfolgsfall ist die Abarbeitung beendet; anderenfalls
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werden 2. die Unterprozeduren chef,on(X, Z) und
weisungsrecht(Z,Y) abgearbeitet; indem systematisch
Prozedurvarianten beider Unterprozeduren aufgerufen
werden.Dies geschieht bis zum Erfolgsfall oder erfolgloser
erschopfender Suche.

deklarative Interpretation prozedurale Interpretation

Pradikat Prozedur

Ziel Prozeduraufruf
Teilziel Unterprozedur
Klauseln mit gleichem Kopfpradikat Prozedur-varianten
Klauselkopf Prozedurkopf
Klauselkorper Prozedurrumpf

Die Gratwanderung zwischen Wiinschenswertem und technisch
Machbarem erfordert mitunter “Prozedurales Mitdenken”, um 1. eine
gewiinschte Reihenfolge konstruktiver Lésungen zu erzwingen, 2. nicht
terminierende (aber - deklarativ, d.h. logisch interpretiert - vollig
korrekte) Programme zu vermeiden, 3. seiteneffektbehaftete Priadikate
sinnvoll einzusetzen, 4. (laufzeit-) effizienter zu programmieren und 5.
das Suchverfahren gezielt zu manipulieren.

Programm inkl. Deklarationsteil (BSP3.PRO)

domains
person = symbol

predicates

chef_von(person,person)

weisungsrecht (person,person)
clauses

chef_von(mueller,mayer) .

chef_von(mayer,otto) .

chef_von(otto,walter).

chef_von(walter,schulze).

weisungsrecht(X,Y) :- chef_von(X,Y).

weisungsrecht(X,Y) :- chef_von(X,Z), weisungsrecht(Z,Y).
goal

weisungsrecht (Wer,Wem) .
Pradikate zur Steuerung der Suche nach einer Folge von
Resolutionsschritten!
!(cut) Das Pridikat !/0 ist stets wahr. In Klauselkérpern eingefiigt
verhindert es ein Backtrack der hinter !/0 stehenden Teilziele zu den vor
1/0 stehenden Teilzielen sowie zu alternativen Klauseln des gleichen
Kopfpridikats. Die Verarbeitung von !/0 schneidet demnach alle vor der
Verarbeitung verbliebenen Lésungswege betreffenden Prozedur ab.
Pridikate zur Steuerung der Suche: !/0

Prdadikate zur Steuerung der Suche: /0

‘n Beispiel

(P, Q. R, S, T: Atomformeln des PK1):

(1) T:-P.

@ T )
3 P:-Q LR Antwort: ja
4 P:-S.

5) S

6) Q:-S.

@ Q

- T

Préadikate zur Steuerung der Suche nach einer Folge von
Resolutionsschritten fail Das Pradikat fail/0 ist stets falsch. In
Klauselkorpern eingefiigt 16st es ein Backtrack aus bzw. fithrt zum
Misserfolg, falls der Backtrack-Keller leer ist, d.h. falls es keine
verbleibenden Lésungswege (mehr) gibt.
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BSP4.PRO
( - befreundet(ralf, frank). |

X := frank W)

Priidikate zur Steuerung der Suche: fail/0
wieder ‘n Beispiel:

(1) polemiker(frank). 3)
(2) polemiker(uwe). = :
(3) befreundet(ralf, X) :- [?- polemikesiank), |, faﬂ']
polemiker(X), (1)
5
fail.
(4) befreundet(ralf, X).

?- befreundet(ralf, frank). *) Antwort: nein

Pridikate zur Steuerung der Suche: fail/0 BSP4.PRO

gleiches Beispiel mit einer anderen Frage:

(1) polemiker(frank).

(2) polemiker(uwe). [ 2- befreundet(ralf, kai). ]
(3) befreundet(ralf, X) :-

polemiker(X), (3)/:: Kai @)

!, ( - polemiker(kai), !, fail. |
fail. |
(4) befreundet(ralf, X).

Antwort: ja
?- befreundet(ralf, kai).

Listen und rekursive Problemlésungsstrategien

Listen 1. [] ist eine Liste. 2. Wenn T ein Term und L eine Liste ist, dann
ist 1. [T'|L] eine Liste. 2. T.L eine Liste. (ungebréuchlich) 3. .(T, L) eine
Liste. (ungebrduchlich) Das erste Element T heifit Listenkopf, L heif3t
Listenkorper oder Restliste. 3. Wenn t¢1, ..., t, Terme sind, so ist

[t1,...,tn] eine Liste. 4. Weitere Notationsformen von Listen gibt es nicht.

Listen als kompakte Wissensreprisentation: ein bekanntes Beispiel
(BSP5.PRO) - arbeiten_in([meier, mueller], raum_1). - arbeitet_in(meier,
raum-1). - arbeitet_in(mueller, raum_1). - arbeitet_in(otto, raum_2). -
arbeiten_in([otto], raum_2 ). - arbeitet_in(kraus, raum_3). -
arbeiten-in([kraus], raum-3 ). - anschluesse_in([raum_2, raum_3]). -
anschluss_in(raum_2). - anschluss_in(raum_3).

Rekursion in der Logischen Programmierung Eine Prozedur heifit
(direkt) rekursiv, wenn in mindestens einem der Klauselkérper ihrer
Klauseln ein erneuter Aufruf des Kopfpriadikates erfolgt. Ist der
Selbstaufruf die letzte Atomformel des Klauselkérpers der letzten
Klausel dieser Prozedur - bzw. wird er es durch vorheriges
“Abschneiden” nachfolgender Klauseln mit dem Prédikat !/0 - , so
spricht man von Rechtsrekursion ; anderenfalls von Linksrekursion. Eine
Prozedur heifit indirekt rekursiv, wenn bei der Abarbeitung ihres
Aufrufes ein erneuter Aufruf derselben Prozedur erfolgt.
Wissensverarbeitung mit Listen: (BSP5.PRO) - erreichbar(K) :-
arbeitet_in(K,R), anschluss_in(R). - erreichbar(K) :- anschluesse_in(Rs),
member (R, Rs), arbeiten_in(Ks, R), member(K, Ks). -
koennen_daten_austauschen(K1,K2) :-
arbeitet_in(K1,R),arbeitet_in(K2,R). -
koennen_daten_austauschen(K1,K2) :- arbeiten_in(Ks,),member(K1,Ks),
member(K2,Ks). - koennendaten_austauschen(K1,K2) :-
erreichbar(K1),erreichbar(K2). - koennen_daten_austauschen(K1,K2) :-
erreichbar(K1),erreichbar(K2).

BSP5.PRO

domains
person, raum = symbol

raeume = raumx
personen = person*

predicates
arbeiten_in(personen, raum)
anschluesse_in(raeume)
erreichbar (person)
koennen_daten_austauschen(person,person)
member (person,personen)
member (raum,raeume)
clauses
... (siehe oben)
member (E, [E]_]).
member (E, [_|R])
goal
erreichbar (Wer) .
Unifikation 2er Listen 1. Zwei leere Listen sind (als identische
Konstanten aufzufassen und daher) miteinander unifizierbar. 1. Zwei
nichtleere Listen [K1|R1] und [K2|R2] sind miteinander unifizierbar,
wenn ihre Kopfe (K71 und K») und ihre Restlisten (R; und R3) jeweils
miteinander unifizierbar sind. 3. Eine Liste L und eine Variable X sind
miteinander unifizierbar, wenn die Variable selbst nicht in der Liste
enthalten ist. Die Variable X wird bei erfolgreicher Unifikation mit der
Liste L instanziert: X := L.
Differenzlisten: eine intuitive Erklarung Eine Differenzliste L1 — Lo
besteht aus zwei Listen Ly und Lo und wird im allgemeinen als [L1, Lo]
oder (bei vorheriger Definition eines pre- bzw. infix notierten
Funktionssymbols -/2) als — (L1, L2) bzw. L1 — L2 notiert.
Sie wird (vom Programmierer, nicht vom PROLOG-System!) als eine
Liste interpretiert, deren Elemente sich aus denen von L; abziiglich derer
von Lo ergeben. Differenzlisten verwendet man typischerweise, wenn
h&iufig Operationen am Ende von Listen vorzunehmen sind.
Eine Definition 1. Die Differenz aus einer leeren Liste und einer
(beliebigen) Liste ist die leere Liste: [| — L = [] 2. Die Differenz aus einer
Liste [E|R] und der Liste L, welche E enthilt, ist die Liste D, wenn die
Differenz aus R und L (abziigl. E) die Liste D ist: [E|R] — L = D, wenn
E € L und R — (L — [E]) = D 3. Die Differenz aus einer Liste [E|R] und
einer Liste L, welche E nicht enthélt, ist die Liste [E|D], wenn die
Differenz aus R und L die Liste D ist: [E|R] — L = [E|D], wenn E € L
und R — L =D
Differenzlisten: Ein Interpreter
interpret(Dif ferenzliste, Interpretation) (BSP6.PRO) 1.
interpret([[l; . [)- 2.
interpret([[E|R], L], D) : —loesche(E, L, L1),!,interpret([R, L1], D). 3.
interpret([[E|R], L], [E|D]) —interpret([R, L], D). 4.
loesche(E, [E|R], R) : —!.
loesche(E, [K|R], [K\L]) :

Prolog-Fallen

:— member (E,R) .

7loesche(E, R,L).

Nicht terminierende Programme Ursache:
formulierte (direkte oder indirekte) Rekursion

“ungeschickt”

Alternierende Zielklauseln Ein aktuelles Ziel wiederholt
sich und die Suche nach einer Folge von Resolutionsschritten endet nie:

1. liegtouf(X,Y) : —liegtynter(Y, X). 2.

liegtynter(X,Y) : —liegtquf(Y, X). - 7 — liegtquf(skript, pult). -
logisch korrekte Antwort: nein - tatsédchliche Antwort: keine Logische
Programmierung

oder die Suche nach Resolutionsschritten endet mit einem Uberlauf des
Backtrack-Kellers: (BSP8.PRO) 1. liegt,uf(X,Y) : —liegt,nter(Y, X).
2. liegtqou f(skript, pult). 3. liegt,nter(X,Y) : —liegtouf(Y, X). -

? — liegtquf(skript, pult). - logisch korrekte Antwort: ja - tatsichliche
Antwort: keine

Expandierende Zielklauseln Das erste Teilziel wird in jeden
Resolutionsschritt durch mehrere neue Teilziele ersetzt; die Suche endet
mit einem Speicheriiberlauf: (BSP9.PRO) 1. liegtquf(notebook, pult). 2.
liegtqu f(skript, notebook). 3.
liegtouf(X,Y) : —liegtouf(X, Z),liegtquf(Z,Y). -
? — liegtquf(handy, skript). - logisch korrekte Antwort: nein -
tatsidchliche Antwort: keine

uch dieses Beispiel lisst sich so erweitern, dass die Hypothese
offensichtlich aus der Wissensbasis folgt, die Umsetzung der
Resolutionsmethode aber die Vollstédndigkeit zerstort: 1.
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liegtquf(notebook, pult). 2. liegt,uf(skript, notebook). 3.
liegtouf(X,Y) : —liegtouf(X, Z),liegtquf(Z,Y). 4.

liegtouf(handy, skript). - 7 — liegtqu f(handy, pult). - logisch korrekte
Antwort: ja - tatsdchliche Antwort: keine

Auch dieses Beispiel zeigt, dass das Suchverfahren “Tiefensuche mit
Backtrack” die Vollstandigkeit des Inferenzverfahrens zerstort.

Metalogische Pridikate und konstruktive

Lﬁsungen Das Pridikat not/1 hat eine Aussage als Argument und
ist somit eine Aussage iiber eine Aussage, also metalogisch. L.allg. ist
not/1 vordefiniert, kann aber mit Hilfe von call/1 definiert werden.
call/1 hat Erfolg, wenn sein Argument - als Ziel interpretiert - Erfolg

hat.

Beispiel (BSP10.PRO): 1. fleissig(horst). 2. fleissig(martin). 3.
faul(X) : —not(fleissig(X)). 4. not(X) : —call(X),!, fail. 5. not(y. -
? — faul(horst). Antwort: nein - ? — faul(alex). Antwort: ja -

? — faul(Wer). Antwort: nein

Widerspruch ... und Beweis der Unvollstdndigkeit durch Metalogik

Typische Problemklassen fiir die Anwendung der
Logischen Programmierung

Rekursive Problemldsungsstrategien

Botschaft 1 Man muss ein Problem nicht in allen Ebenen
iiberblicken, um eine Loésungsverfahren zu programmieren.
Es geniigt die Einsicht, 1. wie man aus der Lésung eines
einfacheren Problems die Lésung des présenten Problems
macht und 2. wie es im Trivialfall zu 16sen ist.

Tiirme von Hanoi Es sind N Scheiben von der linken Siule auf die
mittlere Sdule zu transportieren, wobei die rechte Sdule als
Zwischenablage genutzt wird. Regeln: 1. Es darf jeweils nur eine Scheibe
transportiert werden. 2. Die Scheiben miissen mit fallendem Durchmesser
iibereinander abgelegt werden.

(doppelt) rekursive Losungsstrategie: - N = 0 : Das Problem ist gelost. -
N > 0: 1. Man l6se das Problem fiir N-Scheiben, die von der Start-Sidule
zur Hilfs-Sdule zu transportieren sind. 2. Man lege eine Scheibe von der
Start- zur Ziel-Sdule. 3. Man 16se das Problem fiir N-Scheiben, die von
der Hilfs-Sdule zur Ziel-Sdule zu transportieren sind.

Prédikate - hanoi(N) 16st das Problem fiir N Scheiben -

verlege(N, Start, Ziel, Hil f) verlegt N Scheiben von Start nach Ziel
unter Nutzung von Hilf als Ablage

Die Regeln zur Kodierung der Strategie (BSP11.PRO) -

hanoi(N) : —verlege(N, s1, s2, s3). - verlege(0, _, _, ). -
verlege(N,S,Z,H): — - N1 =N — 1, - verlege(N1,S,H, Z), -
write(SScheibevon”, S, nach”, Z), - verlege(N1,H, Z, S).

Sprachverarbeitung mit PROLOG

Botschaft 2 Wann immer man Objekte mit Mustern
vergleicht, z.B. 1. eine Struktur durch “Auflegen von
Schablonen” identifiziert, 2. Gemeinsamkeiten mehrerer
Objekte identifiziert, d.h. “eine Schablone entwirft” oder
3. “gemeinsame Beispiele fiir mehrere Schablonen” sucht,
mache man sich den Unifikations-Mechanismus zu nutzen.

e Eine kontextfreie Grammatik (Chomsky-Typ 2) besteht aus

1. einem Alphabet A, welches die terminalen (satzbildenden)
Symbole enthilt

2. einer Menge nichtterminaler (satzbeschreibender) Symbole N (=
Vokabular abziiglich des Alphabets: N = V'\ A)

3. einer Menge von Ableitungsregeln R C N X (N U A)*

4. dem Satzsymbol S € N

e ... und in PROLOG repréisentiert werden durch

1. 1l-elementige Listen, welche zu satzbildenden Listen komponiert
werden: [der], [tisch], [liegt], ...
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2. Namen, d.h. mit kleinem Buchstaben beginnende Zeichenfolgen:
nebensatz, subjekt, attribut, ...

3. PROLOG-Regeln mit I € N im Kopf und » € (N U A)* im Kérper

4. einen reservierten Namen: satz

Ein Ableitungsbaum beschreibt die grammatische Struktur eines Satzes.
Seine Wurzel ist das Satzsymbol, seine Blitter in Hauptreihenfolge
bilden den Satz.

satz
]
+ + +
subjekt praedikat objekt
artikel substantiv artikel substantiv
| | | |
¥ ¥ i ' +
das ministerium ignoriert das problem
Satz1 eL der durch die Grammatik G beschriebenen Sprache L(G)

1. Alphabet

ministerium, rektorat, problem, das, loest, ignoriert, verschaer ft
2. nichtterminale Symbole

satz, subjekt, substantiv, artikel, praedikat, objekt
3. Ableitungsregeln (in BACKUS-NAUR-Form)

o satz ::= subjektpraedikatobjekt

o subjekt ::= artikelsubstantiv

o objekt ::= artikelsubstantiv

e substantiv ::= ministerium|rektorat|problem
e artikel ::= das

e praedikat ::= loest|ignoriert|verschaer ft

4. Satzsymbol satz

Verketten einer Liste von Listen
% die Liste ist leer
verkette( [ 1 , [ 1)

% das erste Element ist eine leere Liste
verkette( [ [ ] | Rest ] , L) :-
verkette( Rest , L ).
% das erste Element ist eine nichtleere Liste
verkette([ [K | R] | Rest ] , [K | L1) :-
verkette( [ R | Rest ] , L ).4

Die “Generate - and - Test” Strategie

Botschaft 3 Es ist mitunter leichter (oder iiberhaupt erst
moglich), fiir komplexe Probleme 1. eine potentielle
Losung zu “erraten” und dazu 2. ein Verfahren zu
entwickeln, welches diese Losung auf Korrektheit testet,
als zielgerichtet die korrekte Losung zu entwerfen. Hierbei
kann man den Backtrack-Mechanismus nutzen.

Strategie: Ein Préadikat moeglichejoesung(L) generiert eine potentielle
Losung, welche von einem Prédikat korrekte;oesung(L) gepriift wird: -
Besteht L diesen Korrektheitstest, ist eine Losung gefunden. - Fallt L
bei diesem Korrektheitstest durch, wird mit Backtrack das Pradikat
moeglichejoesung(L) um eine alternative potentielle Lésung ersucht.
(vgl.: Lésen NP-vollstdndiger Probleme, Entscheidung von Erfiillbarkeit)
ein Beispiel: konfliktfreie Anordnung von N Damen auf einem N x N
Schachbrett (BSP13.PRO) - eine Variante: Liste strukturierter Terme -
[dame(Zeile, Spalte), ..., dame(Zeile, Spalte)] -

[dame(1,2), dame(2,4), dame(3, 1), dame(4, 3)] - noch eine Variante:
Liste von Listen - [[Zeile, Spalte], ..., [Zeile, Spalte]] -
[[1,2],[2,4],[3,1],[4,3]] - ... und noch eine (in die Wissensdarstellung
etwas “natiirliche” Intelligenz investierende, den Problemraum enorm
einschrinkende) Variante: Liste der Spaltenindizes -

[Spalte.uzeiley, ..., Spalte.uzeilen] - [2,4,1, 3]

Heuristische Problemlésungsmethoden

Botschaft 4 Heuristiken sind 1. eine Chance, auch solche
Probleme einer Losung zuzufiihren, fiir die man keinen
(determinierten) Losungsalgorithmus kennt und 2. das
klassische Einsatzgebiet zahlreicher KI-Tools - auch der
Logischen Programmierung.

Was ist eine Heuristik? Worin unterscheidet sich eine heuristische
Problemlésungsmethode von einem Loésungsalgorithmus?

Heuristiken bewerten die Erfolgsaussichten alternativer
Problemlésungsschritte. Eine solche Bewertung kann sich z.B.
ausdriicken in - einer quantitativen Abschitzung der “Entfernung” zum
gewiinschten Ziel oder der “Kosten” fiir das Erreichen des Ziels, - einer
quantitativen Abschitzung des Nutzens und/oder der Kosten der
alternativen néchsten Schritte, - eine Vorschrift zur Rangordnung der
Anwendung alternativer Schritte, z.B. durch Prioritéiten oder gemif
einer sequenziell abzuarbeitenden Checkliste.

Ein Beispiel: Das Milchgeschift meiner Grofeltern in den 40er Jahren -
Der Milchhof liefert Milch in grofien Kannen. - Kunden kénnen Milch
nur in kleinen Mengen kaufen. - Es gibt nur 2 Sorten geeichter
SchopfgefiaBe; sie fassen 0.75 Liter bzw. 1.25 Liter. - Eine Kundin
wiinscht einen Liter Milch. 1. Wenn das grofle Gefi8 leer ist, dann fiille
es. 2. Wenn das kleine Gefifl voll ist, dann leere es. 3. Wenn beides nicht
zutrifft, dann schiitte so viel wie mdglich vom grofien in das kleine Gefi8.
Pradikat missqb(VolGr, VolKl, Ziel, InhGr, Inh K1) mit - VolGr -
Volumen des groflen Gefafles - VolKI - Volumen des kleinen Gefifles -
Ziel - die abzumessende (Ziel-) Menge - InhGr - der aktuelle Inhalt im
groBen Gefafl - InhKl - der aktuelle Inhalt im kleinen Gefaf
Beispiel-Problem: ? — miss,b(1.25,0.75,1,0,0)4

Pfadsuche in gerichteten Graphen

Botschaft 5 1. Fiir die systematische Suche eines Pfades
kann der Suchprozess einer Folge von Resolutionsschritten
genutzt werden. Man muss den Suchprozess nicht selbst
programmieren. 2. Fiir eine heuristische Suche eines
Pfades gilt Botschaft 4: Sie ist das klassische Einsatzgebiet
zahlreicher KI-Tools - auch der Logischen
Programmierung.

Anwendungen - Handlungsplanung, z.B. - Suche einer Folge von
Bearbeitungsschritten fiir ein Produkt, eine Dienstleistung, einen
“Biirokratischen Vorgang” - Suche eines optimalen Transportweges in
einem Netzwerk von Straflen-, Bahn-, Flugverbindungen -
Programmsynthese = Handlungsplanung mit ... - ... Schnittstellen fiir
die Dateniibergabe zwischen “Handlungsschritten” (= Prozeduraufrufen)
und - ... einem hierarchischen Prozedurkonzept, welches die
Konfigurierung von “Programmbausteinen” auf mehreren
Hierarchie-Ebenen

Ein Beispiel: Suche einer zeitoptimalen Flugverbindung (BSP15.PRO) -
Représentation als Faktenbasis

verbindung(Start, Zeitl, Ziel, Zeit2, Tag). - Start - Ort des Starts -
Zeitl - Zeit des Starts - Ziel - Ort der Landung - Zeit2 - Zeit der
Landung - Tag - 0, falls Zeitl und Zeit2 am gleichen Tag und 1
ansonsten - méglich: - verbindung(fra, z(11,45), ptb, z(21,0), 0). -
verbindung(fra, z(11, 15), atl, z(21, 25), 0). -

verbindung(ptb, z(24,0), orl, z(2,14),1). -

verbindung(atl, z(23, 30), orl, z(0, 54), 1).

In einer dynamischen Wissensbasis wird die bislang giinstigste
Verbindung in Form eines Faktes

guenstigste([v(Von, Zeitl, Nach, Zeit2, Tag), ...|, Ankun ftszeit, Tag).
festgehalten und mit den eingebauten Pridikaten assert(< Fakt >) -
zum Einfiigen des Faktes - und retract(< Fakt >) - zum Entfernen des
Faktes - bei Bedarf aktualisiert. Zum Beispiel

guenstigste([v(fra, z(11, 45), ptb, z(21, 00), 0), v(ptb, (24, 0), orl, 2(2, 14), 1)], z(2

erkldrt den Weg iiber Pittsburgh zum bislang giinstigsten gefundenen
Weg.



Logik und Logikprogrammierung

“Logeleien” als Prolog-Wissensbasen zebrabesitzer([ZB| _ ], [zebral _ 1, ZB) :- ! Botschaft 7 Auch in der formalen Logik gibt es
zebrabesitzer([ _ |R1], [ _ IR2],ZB) :- zebrabesn:zer(Ri R2, ZB). Deduktionsaufgaben, bei der Variablenbelegungen gesucht
Botschaft 6 1. “Logeleien” sind oft Aussagen iiber aussagentest (H,N,G,T,Z) :- sind, welche eine Aussage wahr machen: 1. Meist geschieht
Belegungen von Variablen mit endlichem Wertebereich, a2(H,N), a3(N,T), a4(H,G), a6(N,G), a7(Z,T), a8(H,Z2), all(Z,T), al2(Z,T),al13 GGzl FstomatibéHeNAuswertung der Aussage, wozu
ergidnzt um eine Frage zu einem nicht explizit gcgcbcncn a2([rot| _ ], [englaender| _ 1) :- ! das Suqhverfahren von Prolog genutzt werden kapn. 2.
Wert. 2. Dabei handelt es sich um Grunde um eine La2([ IR11, [ |R2]) :- a2(R1, R2). Auch hier geht es oft um gesuchte Werte fiir Variablen.
Deduktionsaufgabe mit einer Hypothese zu einem a3([spanier| _ 1, [hund| _ 1) :- !. Deshalb ist es oft auch mit dem “Deduktionstool” Prolog
mutmaflichen Wert der gesuchten Variablen. Deshalb ist a3([ _ IR1], [ _ IR2]) :- a3(R1, R2). 16sbar, denn Prolog tut im Grunde nichts anderes als ein
es oft auch mit dem “Deduktionstool” Prolog lésbar, denn a4([gruen| _ 1, [kaffeel _ 1) :- !. ziel-gerichtetes “Durchprobieren” legitimer
Prolog tut im Grunde nichts anderes als ein ziel-gerichtetes ad([ _ IR1], [ _ IR2]) :- a4(Ri, R2). Deduktionsschritte im “Generate - and - Test” - Verfahren.
“Durchprobieren” legitimer Deduktionsschritte im a5([ukrainer| _ 1, [teel _ 1) :- !.
“Generate - and - Test” - Verfahren. a5([ _ IR11, [ _ IR2]) :- aB(R1, R2).
- . . . . a6([weiss, gruen| _ 1) :- !. w . . .
Beispiel das “Zebra-Ritsel” (BSP16.PRO): 1. Es gibt fiinf Hiuser. 2. Der 26 [woiss | 1y :-71) fail a6([ IR]) :- a6(R) Reprisentation von Aussagen als PROLOG-Term: - true, false:
Engldnder wohnt im roten Haus. 3. Der Spanier hat einen Hund. 4. a7([atemgolt_i| j’ .[échnecl;el D o= : atom(true), atom(false) - A1 A A2: und(A1,A2) - A1V A2: oder(A1,A2) -
Kaffee wird im griinen Haus getrunken. 5. Der Ukrainer trinkt Tee. 6. a7([ _ IR11, [ _ IR2]) :- a7(R1, R2). —A: nicht(A) - A1 — A2: wenndann(A1,A2) - Al « A2:
Das griine Haus ist (vom Betrachter aus gesehen) direkt rechts vom a8([gelbl _ 1, [kools| _ 1) :- !. dannwenn(A1,A2) - Al +» A2: gdw(A1,A2)
weiflen Haus. 7. Der Raucher von Atem-Gold-Zigaretten hélt Schnecken a8([ _ IR11, [ _ IR2]) :- a8(R1, Rg) Erfiillbarkeitstest: - 7 —
als Haustiere. 8. Die Zigaretten der Marke Kools werden im gelben Haus  a9([ _ , _ , milch, _ , _ 1). er fuellbar(gdw(wenndann(nicht(oder(atom(false), atom(X))), atom(Y)), aton
geraucht. 9. Milch wird im mittleren Haus getrunken. 10. Der Norweger all([chesterfield| _ 1, [ _ ,fuchs| _ ]) :-!. - X=true, Y=_, Z=true ; steht fiir 2 Modelle (eines mit Y = true und
wohnt im ersten Hal}s. 11. Der Mann, dgr Chesterfields 1r§ucht7 wohnt. al1([ _ , chesterfield| _ ], [fuchs| _ 1) :- !. eines mit Y = false) - X=false, Y=true, Z=true
neben dem Mann mit dem Fuchs. 12. Die Marke Kools w}rd geraucht im a11([ _ IR1], [ _ IR2]) :- a11(R1, R2). Ketten von Konjunktionen und Disjunktionen als PROLOG-Listen: -
Haus neben dem Haus mit dem Pferd. 13. Der Lucky-Strike-Raucher a12([kools| _ 1, [ _ , pferd|l _ 1) :- !. AL A A2 A ... A An: und verkettung([A1,A2 An]) -
trinkt am liebsten Orangensaft. 14. Der Japaner raucht Zigaretten der a12([ _ , kools| _ 1, [pferd|l _ 1) :-!. ALV A2V v A d Kk A ] A v A
Marke Parliament. 15. Der Norweger wohnt neben dem blauen Haus. a12([ _ IR1], [ _ IR2]) :- a12(R1, R2). n: oder verkettung([A1,A2 » An])
PR g p ; - kel 1 Erfiillbarkeitstest: - 7 — er fuellbar(undverkettung([true, X,Y, true])) -
Jedes Haus ist in einer anderen Farbe gestrichen und jeder Bewohner hat a13([luckystrike| _ ], [osaft| _ 1) :- !. r 9 [
eine andere Nationalitiit, besitzt ein anderes Haustier, trinkt ein von den  a13([ _ IR1], [ _ IR2]) :- a13(R1, R2) ?} = true %bz tr‘ée 5 kett lse. X.Y. fal X =t v —
anderen Bewohnern verschiedenes Getrénk und raucht eine von den al4([japaner| _ ], [parliament| _ ]) :- !. .X—_e'r{(ui tilre(o erverkettung([false, X, Y, false])) - X = true Y = -
%‘r]xdfarerrl) Bewohnern“verschledene Zigarettensorte. Fragen: - Wer trinkt °a14([ _ IR11, [ _ IR2]) :- a14(R1 RQ? Reprisentation von Termen als PROLOG-Term: - Wert: atom() -
asser? - Wem gehort das Zebra? ha15([blaul _ 1, [ _, norweger| _ 1) :- !. .
loesung (WT, ZB) :- a15([ _ , blaul _ 1, [norweger| _ 1) :- !. A1 A A2: und(A1,A2) - A1V A2: oder(A1,A2) - = A: nicht(A) - A1 — A2:
haeuser(H), nationen(N), getraenke(G), tiere(T), zigaretten(Z),aussagefetasst(H, NJGLIT,, ZD ,_ !'|RalssertatimnlRer,(\RT),WT) , zebrabesitzer (N,T,ZB). wenndann(A1,A2) - Al < A2: dannwenn(A1,A2) - Al < A2:
tiere(X) :- permutation([fuchs, hund, schnecke, pferd, zebral,X). 7_ loe . W ertrlnker Zebrabesitzer) gdw(A1,A2) - A1 A A2 A ... A An: und verkettung([A1,A2, ..., An]) -
nationen([norweger|R]) :- permmutation([englaender, spanier, ukrainer, 3% %ﬁd}l‘ssﬁgﬁt%o{) clementliger Listen, die (von A1V A2V ...V An: oder verkettung([A1,A2, ..., An])
getraenke(X) :- permutation([kaffee, tee, milch, osaft, wasser], X), a9 ks hag kil e ale e1Te§ (von oben nach unten)reprasentieren - Termauswertung: -
zigaretten(X) :- permmutation([atemgold,kools,chesterfield, luckystrike ’EPemeln ) elgér den eine Zeile reprasentierenden LlStI()B - Ziffer, falls dort ? — hatyert(und(atom(0.5), oder (atom(0.7), atom(0.3))), X). - X=0.5

haeuser(X) :- permutation([rot, gruen, weiss, gelb, blaul, X), a6(X). N . . Termauswertung unter Vorgabe des Wertebereiches: - 7 —

% parmutation/2, fuege_ein/3: siehe BSP13-PRO im gegebenen Sudoku eine Ziffer steht - Anonyme Variable andernfalls hat,ert([0,0.3,0.5,0.7, 1], und(atom(X), oder(atom(0.5), atom(0.7))), Wert).
wassertrinker ([WT| _ ], [wasser| _ ], WT ) :- !. - X=0, Wert= 0 X 03 Wert=0.3 - X=0.5, Wert=0.5 - X=0.7,
wassertrinker([ _ |R1], [ _ |R2],WT) :- wassertrinker(R1, R2, WT). Tools fiir die formale LOglk Wert=0.7 - X=1, Wert=0.7
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