Disclaimer

Aufgaben aus dieser Vorlage stammen aus der Vorlesung Algorithmen, Sprachen und Komplexitdt und wurden zu
Ubungszwecken veréndert oder anders formuliert! Fiir die Korrektheit der Losungen wird keine Gewéhr gegeben.

1. Definitionen der Automatentheorie. Vervollstindige die folgenden Definitionen:
(a) Eine Regel (I — r) einer Grammatik G = (V,Y_, P, S) heifst rechtslinear, falls ...

Antwort: immer das an der am weitesten rechts stehende Nicht-Terminal in ein Terminal umgewandelt wird. Dazu muss
leVundred VUe

(b) Die Menge Reg(}") der reguldren Ausdriicke iiber dem Alphabet ist...

Antwort: ist die kleinste Menge mit folgenden Eigenschaften:

® @€ Reg(3o),A € Reg(32),>° C Reg(3)
e Wenn a, 8 € Reg(>"), dann auch (a x 3), (a + B8), (a*) € Reg(>])

(c) Ein NFA ist ein Tupel M = (...)

Antwort: ein nichtdeterministischer endlicher Automat M ist ein 5-Tupel M = (Z,>, 5,4, F) mit

e 7 ist eine endliche Menge von Zustdnden

e > ist das Eingabealphabet

e S C Z die Menge der Startzustdnde (kénnen mehrere sein)

§:Z x> — P(Z) ist die (Menge der) Uberfiihrungs/Ubergangsfunktion
e F C Z die Menge der Endzustinde

(d) Die von einem NFA M = (Z,>,5,6,E) akzeptierte Sprache ist L(M) = ... (ohne Definition der Mehr-Schritt
Ubergangsfunktion &)

Antwort: L(M) = {w € 3% |6(S,w) N E # 0}
(Das Wort wird akzeptiert wenn es mindestens einen Pfad vom Anfangs in den Endzustand gibt)

(e) Die von einem PDA M = (Z,5,T,0, 29, #) akzeptierten Sprache ist L(M) = ...

Antwort: L(M) = {z € >."| es gibt z € Z mit (20, z, #)[...]* (2,6, €)}

(f) Sei L eine Sprache. Fiir z,y € >." gilt zR.y genau dann, wenn ... (R, ist die Myhill-Nerode-Aquivalenz zu L)

Antwort: wenn Vz € 3" : (xzy € L <> yz € L) gilt

(g) Sei M =(Z,5", 20,0, F) ein DFA. Die Zustinde z, 2’ € Z heifien erkennungsiquivalent, wenn

Antwort: Zwei Zustinde 2,2 € Z heifien erkennungsiiquivalent (z = 2’) wenn fiir jedes Wort w € >." gilt: 6(z,w) €
E + 6(2',w) € E.

2. Satze und Lemmas aus der Automatentheorie. Vervollstéandige die folgenden Aussagen:
(a) Sei L D >_" eine Sprache. Dann sind fquivalent: 1) L ist regulér (d.h. wird von einem DFA akzeptiert), 2)..., 3)...

Antwort:
1. L ist reguldr (d.h. von einem DFA akzeptiert)
2. L wird von einem NFA akzeptiert
3. L ist rechtslinear (d.h. von einer Typ-3 Grammatik erzeugt)

(b) Die Klasse der reguliren Sprachen ist unter anderem abgeschlossen unter folgenden Operationen:

Antwort:
e Vereinigung (L1, Lo regulidr = Ly U Ly regulir )
Schnitt (L1, Le regular = Ly N Lo regulér )
Komplement (L regulir = > " \L regulér )
Produkt/Konkatenation (L1, L2 regular = Li L2 reguldr )

Abschluss/Stern-Operation (L regulir — L™ regulér )




(c) Sei > ein Alphabet. Die Anzahl der Grammatiken {iber Y ist ... und die Anzahl der Sprachen iiber > ist ... .

Antwort: Fiir jedes Alphabet ist die Menge der Grammatiken abzdhlbar unendlich und die Anzahl der Sprachen
iiberabzahlbar.

(d) Unter anderem sind folgende (mind. drei) Probleme fiir kontextfreie Sprachen entscheidbar:

Antwort: Wortproblem, Leerheitsproblem, Aquivalenzproblem

(e) Die Klasse der Kontextfreien Sprachen ist abgeschlossen unter den Operationen 1)... und 2)... . Sie ist aber nicht
abgeschlossen unter 3)... und 4)... .

Antwort: Abgeschlossen unter
e Vereinigung (L1, L2 = L1 U Lo)
e Produkt/Konkatenation (L1, Ls = L1L2)
e Stern-Operation (L — L*)
Nicht abgschlossen unter
e Schnitt (L1, L2 = L1 N Lo)
e Komplement (L = > *\L)

e es gibt kontextfreie Sprachen, die nicht deterministisch kontextfrei sind

(f) Der Satz von Myhill-Nerode besagt,...

Antwort: Sei L eine Sprache. L ist regulir < index(Rr) < oo
(d.h. nur wenn die Myhill-Nerode-Aquivalenz endliche Klassen hat).

(g) Das Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen ...

Antwort: Man versucht auszunutzen, daf eine kontextfreie Sprache von einer Grammatik mit endlich vielen Nichtter-
minalen erzeugt werden muss. Das bedeutet auch: wenn ein Ableitungsbaum ausreichend tief ist, so gibt es einen Ast,
der ein Nichtterminal mehrfach enthélt. Die durch diese zwei Vorkommen bestimmten Teilb&dume werden ,,gepumpt”.

Wenn L eine kontextfreie Sprache ist, dann gibt es n >= 1 derart, dass fir alle z in L mit |z| >= n gilt: es gibt Worter
u, v, w, z,y in SUM mit

1. z = wvwzy,

2. |lvwz| <=mn,

3. |vz] >=1 und

4. w'lwz'y € L fir alle i >=0

3. Konstruktionen der Automatentheorie
(a) Betrachte den folgenden NFA X. Berechne einen DFA Y mit L(X) = L(Y).
b

Antwort:




Antwort:




Antwort:

1. Stelle eine Tabelle aller ungeordneten Zustandspaare {z,z’'} mit z # 2’ auf.
2. Markiere * alle Paare {z,2'} mit z € E und 2’ ¢ E.

3. Markiere (*) ein beliebiges unmarkiertes Paar {z,2'}, fiir das es ein a € Y gibt, so dass {5(z,a),d(z',a)} bereits
markiert ist (falls dies moglich ist).

4. Wiederhole den vorherigen Schritt, bis sich keine Anderung in der Tabelle mehr ergibt.

5. Unmarkierte Paare werden verschmolzen

1*
2*
3™
4| * * | *
ol 1[2]s

(d) Betrachte den folgenden DFA X. Berechne den minimalen DFA Y mit L(X) = L(Y).

Antwort:

ST W N
—
*
N

(e) Betrachte den folgenden DFA X. Berechne den minimalen DFA Y mit L(X) = L(Y).



Antwort:

STk W N

4. Algorithmen fiir regulire Sprachen. Sei Y = {a,b, c}. Gebe einen Algorithmus an, der bei Eingabe eines NFA X ent-
scheidet, ob alle Worter w € L(X) ungerade Lénge besitzen und abc als Infix enthalten.

Antwort:

5. Kontextfreie Sprachen: Sei Y = {a, b, c}. Betrachte die Sprache K = {aFb'c™|k <1 oder k < m}.

(a) Zeige, dass K eine kontextfreie Sprache ist.

Antwort:

(b) Zeige, dass L = 5"\ K (Komplement von L) nicht kontextfrei ist.

Antwort:

(c) Begriinde warum K deterministisch kontextfrei ist oder warum nicht.

Antwort:

6. Kontextfreie Grammatiken: Sei > = {a, b, ¢, }

(a) Sei G die kontextfreie Grammatik mit Startsymbol S und der Regelmenge S — AB, A — aBS|a und B — bBalb|e.
Uberfiihre G in eine dquivalente Grammatik in Chomsky Normalform.

Antwort: Chomsky Normalform hat auf rechter Ableitungsseite nur ein Terminal oder zwei Nicht-Terminale

1. Startzustand
S — AB, A — aBS|a, B — bBalb|e

2. eRegel: Menge M = {B} der epsilon Terminal-Uberfithrungen kompensieren;
S — ABJ|A, A — aBS|alaS, B — bBalblba

3. Kettenregel: Menge M = {(S, A), (S, S5), (A, A), (B, B)} von Ketten (Ableitungen auf ein Nicht-Terminal)
S — ABJ|aBS|alaS, A — aBS|alaS, B — bBalb|ba




4. Terminale und Nicht-Terminal trennen:
S — AB|CBS|C|CS, A — CBS|C|CS, B— DBC|b|DC,C —a, D —b

5. Léngen verkiirzen:

S — AB|CX|C|CS, A — CX|C|CS, B — DY |b|DC, C — a, D — b, X — BS, Y — BC

(b) Sei G’ die kontextfreie Grammatik mit Startsymbol S und der Regelmenge

S— AB, A— CD|CF,F - AD,B — ¢|EB,C —a,D = b, E—c¢
Entscheide mit dem CYK-Algorithmus, ob die Worter wy = aaabbbee oder wy = aaabbece von G’ erzeugt werden.

Antwort:
w1 = aaabbbee
ala|al|b ‘ b ‘ b ‘ ¢ ‘ c
c|CcC|C|D|D|D]|BE|BE
A B
F
A = w; wird von G’ erzeugt
F
A
S
S
wz = aaabbecee
a a a|b|b C c ¢
c|CcC|C|D|D|BE|BE]|BE
A B B
F B . . '
A = ws wird nicht von G’ erzeugt
F
A
S

Gebe fiir die Worter aus b), die von G’ erzeugt werden, den Ableitungsbaum an.

Antwort:

w1 = aaabbbee




7. Definitionen der Berechnbarkeitstheorie. Verfollstdndige die Definitionen

(a)

Ein While Programm ist von der Form...

Antwort:
o ri=c; =2;+c¢x;=x; —cmit ¢ € {0,1} und i,j > 1 (Wertzuweisung) oder
e P, P», wobei Pi und P, bereits While Programme sind (sequentielle Komposition) oder

e while x; # 0 do P end, wobei P ein While Programm ist und ¢ > 1.

Ein Loop-Programm ist von der Form

Antwort:
o zi:=cx;:=x; +¢x =x; +cmit ¢c € {0,1} und ¢,j (Wertzuweisung) oder
e Pi; P», wobei P; und P> Loop-Programme sind (sequentielle Komposition) oder

e loop z; do P end, wobei P ein Loop-Programm ist und ;.

Eine Turingmaschine ist ein 7-Tupel M = (Z,> ,T', 9, 29,0, E), wobei...

Antwort:
e 7-Tupel M = (Z,>,T1,6,2,,0, F)
e > das Eingabealphabet
e "mit I' D> und I'N Z # 0 das Arbeits- oder Bandalphabet,




e 2o € Z der Startzustand,

e §:ZxT = (ZxT x{L,N,R}) die Uberfiihrungsfunktion
e 0TI/ das Leerzeichen oder Blank und

e £ C Z die Menge der Endzusténde ist

(d) Die von einer Turingmaschine M akzeptierte Sprache ist L(M) = ...

Antwort: L(M) = {w € > |es gibt akzeptierte Haltekonfiguration mit zow 3, k}.

(e) Godels Vermutung lautet,...

Antwort: Eine partielle Funktion N* — N ist genau dann intuitiv berechenbar, wenn sie p-rekursiv ist.

(f) Wann ist eine Sprache semi-entscheidbar?

Antwort: Eine Sprache ist genau dann semi-entscheidbar, wenn sie von einer nichtdeterministischen Turingmaschine
akzeptiert wird.

(g) Seien A C >°° und BC I'*. Eine Reduktion von A auf B ist ...

Antwort: Eine Reduktion von A auf B ist eine totale und berechenbare Funktion f : Y " — I'*, so dass fiir alle w € >_*
gilt: w € A <> f(z) € B. A heifit auf B reduzierbar (in Zeichen A < B), falls es eine Reduktion von A auf B gibt.

(h) Eine Sprache L heift rekursiv aufzihlbar, falls ...

Antwort:

o L ist semi-entscheidbar

e L wird von einer Turing-Maschine akzeptiert

e L ist vom Typ 0 (d.h. von Grammatik erzeugt)

e L ist Bild berechenbarer partiellen Funktion >.* — >*
e L ist Bild berechenbarer totalen Funktion " — > °*

e L ist Definitionsbereich einer berechenbaren partiellen Funktion >.* — >*

(i) Sei f : N — N eine monotone Funktion. Die Klasse TIME(f) besteht aus allen Sprachen L, fiir die es eine
Turingmaschine M gibt mit ...

Antwort:

e M berechnet die charakteristische Funktion von L.

e Fiir jede Eingabe w € >." erreicht M von der Startkonfiguration zow aus nach hochstens f(Jw|) Rechenschritten
eine akzeptierende Haltekonfiguration (und gibt 0 oder 1 aus, je nachdem ob w ¢ L oder w € L gilt).

8. Séatze der Berechnbarkeitstheorie: Vervollstindige die folgenden Aussagen

(a) Zu jeder Mehrband-Turingmaschine M gibt es ...

Antwort: eine Turingmaschine M’ die diesselbe Funktion 16st
e Simulation mittels Einband-Turingmaschine durch Erweiterung des Alphabets: Wir fassen die iibereinanderliegen-
den Bandeintriage zu einem Feld zusammen und markieren die Kopfpositionen auf jedem Band durch x*.

o Alphabetsymbol der Form (a, *,b,0, ¢, *,...) € (I' x {*,0})* bedeutet: 1. und 3. Kopf anwesend (* Kopf anwesend,
© Kopf nicht anwesend)

(b) Sei f: N¥ — N eine Funktion fiir ein k& € N. Die folgenden Aussagen sind dquivalent: 1) f ist Turing-berechenbar,
2)ee; 3)eey 4)...

Antwort:
1. f ist Turing berechenbar
2. f ist p rekursiv
3. f ist rekursiv aufzéhlbar
4

. f ist von Menschen berechenbar




(c) Sei L C Y " eine Sprache. Sind L und Y "\ L semi-entscheidbar, dann...

Antwort:

(d) Der Satz von Rice lautet...

Antwort: dass es unmoéglich ist, eine beliebige nicht-triviale Eigenschaft der erzeugten Funktion einer Turing-Maschine
(oder eines Algorithmus in einem anderen Berechenbarkeitsmodell) algorithmisch zu entscheiden.

Es sei P die Menge aller partiellen Turing-berechenbaren Funktionen und & C P eine nicht-leere, echte Teilmenge davon.
Auferdem sei eine effektive Nummerierung vorausgesetzt, die einer natiirlichen Zahl n € N die dadurch codierte Turing-
Maschine M, zuordnet. Dann ist die Menge C(S) = {n | die von M,, berechnete Funktion liegt in S} nicht entscheidbar.
,Sei U eine nicht-triviale Eigenschaft der partiellen berechenbaren Funktionen, dann ist die Sprache Ly = {<M> |
M berechnet f € U} nicht entscheidbar.”

9. Berechnungsmodelle
(a) Gebe ein Loop-Programm an, das die Funktion n — n? — n berechnet

Antwort:
h=1
for(i= 0; i < 2; i++) do {
h=h % n
}
h=h — 1;
return h

(b) Gebe ein Loop Programm an, das die Funktion f : N — N mit f(ni,n2) = 2ning berechnet. Verwende nur
elementare Anweisungen und keine Abkiirzungen.

Antwort:
h= 1
for (i=0; i<2; i++) do {
h=hx*n i
}
h=2xh
return h
(¢) Gebe ein GoTo Programm an, das die Funktion g : N — N mit g(ni,n2) = |n1 — na| berechnet. Verwende nur
elementare Anweisungen und keine Abkiirzungen.
Antwort:
start
h=n1l1l-n2
if h> 0
goto end
h = —-h
end:
return h

(d) Gebe eine deterministische Turingmaschine M fiir das Eingabealphabet {0, 1} an, das folgende Funktion berechnet:
Fiir Eingabe ajas...a,—1a, berechnet M die Ausgabe a,a;...a,—1 (letzte Symbol der Eingabe an erste Stelle).

Antwort: >, ={0,1}

zo Zahlenende finden: §(zo,0) = (20,0, R),0(20,1) = (20, 1, R), §(20,0) = (21,0, L)

z1 letzte Zahl 16schen: §(z1,0) = (22,0, L), d(21,1) = (23,0, L), 0(21,0) = (22,0, N)

z9 zurlick zum Anfang bei a,, = 0: §(22,0) = (22,0, L),(22,1) = (22,1, L), 6(22,0) = (24,0, R)

z3 zuriick zum Anfang bei a, = 1: 6(23, 0) = (z370 L),6(z3,1) = (23,1, L),6(23,0) = (25,00, N)
= (2¢,0,N)

25 an, = 1 an Anfang schreiben: §(zs, (ze, 1, N)

ze Endzustand: §(z.,0) = (ze,O,N),(S(z67 1) = (2e,1,N),6(ze,0) = (2,0, N)

z4 an, = 0 an Anfang schreiben: §(z4,

10. Reduktionen
(a) Seien A, L C Y. nichtleere Sprachen und A entscheidbar. Gebe eine Reduktion von L U A auf L an.




Antwort:

(b) Gebe eine Bedingung fiir A an, sodass L U A <, L fiir alle nichtleeren Sprachen L C 3" gilt. Begriinde.

Antwort:

11. Komplexititsklassen. Ergénze zu den Paaren von Komplexititsklassen das Relationssymbol zur Teilmengenbeziehung.
(a) EXPSPACE ? EXPTIME

Antwort: EXPSPACE > EXPTIME

(b) NP ? P

Antwort: NP > P

(¢) NP ? NPSPACE

Antwort: NP < NPSPACE

(d) NPSPACE ? PSPACE

Antwort: NPSPACE = PSPACE

12. Komplexitétsklassen. Bringe in die richtige Reihenfolge:
(a) EXPSPACE, PSPACE, 2EXPTIME, EXPTIME, P

Antwort: P C PSPACE C EXPTIME C EXPSPACE C 2EXPTIME

(b) PSPACE, EXPSPACE,2EXPSPACE, NEXPTIME, 2NEXPTIME, NP

Antwort: NP C PSPACE,NEXPTIME C EXPSPACE,2NEXPTIME C2EXPSPACE

(¢) NP, P, EXPTIME, NEXPTIME, PSPACE, NPSPACE, NEXPSPACE, EXPSPACE

Antwort: P< NP < PSPACE,NPSPACE < EXPTIME < NEXPTIME < EXPSPACE,NEXPSPACE

13. Unentscheidbare Probleme:
(a) Gebe entscheidbare Probleme an (als Menge oder als Eingabe-Frage-Paar)

Antwort:
e Wortproblem: Gilt w € L(M) fiir eine gegebene Sprache L und w € >*
e Leerheitsproblem: Gilt L(M) = & fur eine gegebene Sprache L
e Endlichkeitsproblem: Ist eine gegebene Sprache endlich?
e Schnittproblem: Gilt L1 N Ly = @ fiir gegebene L1, L2?
e Inklusionsproblem: Gilt L1 C Lo fiir gegebene Ly, L2?
e Aquivalenzproblem: Gilt L; = Lo fiir gegebene L1, L?

(b) Gebe unentscheidbare Probleme an (als Menge oder als Eingabe-Frage-Paar)

Antwort:

e allgemeine Halteproblem: Das Halteproblem ist die Menge aller Paare (M, ), wobei M eine TM ist und € {0,1}",
so dass M bei Eingabe von z hilt. H = {w#w | w € Lram,z € {0,1}", M, angesetzt auf x halt}

e spezielle Halteproblem: K = {w € Lt | M,, angesetzt auf w hilt}
e Halteproblem auf leerem Band: Ho = {w € L7z | My hélt angesetzt auf ein leeres Band}

e Posts Korrespondenzproblem: PCP ist die Menge der Korrespondenzsysteme (endliche Folge von Paaren), die eine
Losung besitzen

e Schnittproblem: {(G1,G2) | G1, G2 kontextfreie Grammatiken , L(G1) N L(G2) = @}
e Regularitétsproblem fiir PDA: Regppa = {P | P PDA mit L(P) regular}

e Inklusionsproblem DPDA: {(P1, P») | P, P DPDAs mit L(P;) C L(P,)

e Universalitdtsproblem: {P PDA | L(P) ="}

e Aquivalenzproblem PDA: {(P1, P2) | P1, P> PDAs mit L(P,) = L(P)




14. NP-Vollstandigkeit

(a)

Eine Sprache B ist NP-vollstindig, falls ...

Antwort: Eine Sprache ist NP-vollstandig, falls sie zu NP gehort und NP-hart ist.
Eine Sprache B ist NP-hart, falls fiir alle A € NP gilt: A <p B (A ist mindestens so schwer wie jedes Problem in NP).
Wenn B NP-vollstédndig ist, dann gilt: P= NP < B € P.

Gebe NP-vollsténdige Probleme an (als Menge oder Eingabe-Frage-Paar).

Antwort:
Gerichteter Hamiltonkreis?
e Eingabe: gerichteter Graph G = (V, E) mit Knotenmenge V und Kantenmenge £ C V x V

e Frage: Besitzt der Graph G einen Hamiltonkreis, d.h. kann man den Graphen so durchlaufen, dafs jeder Knoten
genau einmal besucht wird?

Ungerichteter Hamiltonkreis
e Eingabe: ungerichteter Graph G = (V, E) mit Knotenmenge V und Kantenmenge E C (‘2/) ={XCV||X|=2}.
e Frage: Kann ein ungerichteter Graph so durchlaufen werden, dass jeder Knoten genau ein mal besucht wird?
3-Farbbarkeit
e Eingabe: ungerichteter Graph(V,E)

e Frage: Gibt es einen ungerichteten Graphen, deren Knoten sich mit drei Farben farben lassen, so dass benachbarte
Knoten unterschiedliche Farben haben

e Frage (alternativ): Gibt es Zuordnung von k verschiedenen Farben zu Knoten in V, so dass keine zwei benachbarten
Knoten v1,v2 dieselbe Farbe haben?

3-SAT
e Ist eine aussagenlogische Formel in konjunktiver Normalform mit > 3 Literalen pro Klausel erfiillbar?
e Eingabe: eine aussagenlogische Formel ¢ in konjunktiver Normalform mit héchstens drei Literalen pro Klausel.

e Frage: Hat ¢ eine erfiillende Belegung?
Travelling Salesman Problem

e Eingabe: eine n x n-Matrix M = (M; ;) von Entfernungen zwischen n Stddten und eine Zahl d.

o FRAGE: Gibt es eine Tour durch alle Stddte, die maximal die Lénge d hat?

15. Polynomialzeitreduktion: Betrachte das Problem 4C, also die Menge der ungerichteten Graphen die sich mit vier Farben
farben lassen.

()

(b)

Gebe eine Polynomialzeitreduktion von 3C auf 4C an.

Antwort:

Zeige, dass wenn 4C € P, dann gilt P = NP.

Antwort:




