Disclaimer

Die Ubungen die hier gezeigt werden stammen aus der Vorlesung Logik und Logikprogrammierung!
Fiir die Richtigkeit der Losungen wird keine Gewahr gegeben.

Aufgabe L. .. .
Emil hat seine Freunde Anne, Bernd, Christiane und Dirk auf eine Party eingeladen. Leider gibt es
dabei einige Komplikationen.

. Anne ist in Bernd verliebt und kommt nur mit, wenn Bernd auch kommt.

. Bernd ist jedoch in Christiane verliebt und kommt nur, wenn Christiane auch kommt.

. Zudem ist auch Dirk in Christiane verliebt und, falls Christiane kommt, kommt Dirk auch.

. Wenn Dirk mitkommt, wird er auf jeden Fall Anne oder Bernd mitbringen.

T o= W N

. Christiane ist die Situation peinlich und kommt, falls sowohl Bernd als auch Dirk mitkommen,
nicht mit.

(a) Formalisieren Sie die gegebenen Sachverhalte durch aussagenlogische Formeln.Hinweis: Die Mo-
tivationsgriinde der einzelnen Personen kénnen dabei vernachléssigt werden. Verwenden Sie die
atomaren Formeln A fiir ,Anne kommt mit”, B fiir ,Bernd kommt mit”, C fiir ,Christiane kommt
mit” und D fir ,,Dirk kommt mit”.

Solution:

1. A— B

2. B—=C
3.C—D

4. D — (AV B)
5. (BAD) — =C

(b) Argumentieren Sie, dass keiner der vier Freunde Emils zur Party mitkommt.

Solution:

Ziel: ~AN-BA-C AN-D

Esgilt: B—-D,daB— Cund C — D

Esgilt: D —» B,daD— (AVB)und A —» B

Es gilt: B« D,da B— D und D — B
Esgilt: C - B,daC - Dund D - B
Esgilt: B~ (C,daB—Cund C — B

Es gilt dquivalenz: (B A -~C A—=D)V (BAC A D)
Angenommen BAC A D, dann BA D = —C, also ~C und C' !Widerspruch!
Es gilt: =A, da A — B und —B

Es gilt =AAN—-BA—-C A—-D

AU gabe 2. .
Sei P = {p1, ..., pr } eine endliche, nicht-leere Menge atomarer Formeln. Wir konnen die Menge AL(P)
der aussagenlogischen Formeln iiber den atomaren Formeln aus P als eine formale Sprache iiber dem
Alphabet > = {L,A,V,—,—,(,)} V P auffassen.

(a) Zeigen Sie, dass AL(P) nicht regulér ist.

Solution: Mit Satz von Myhill-Nerode: Betrachte Worter v, = [(P,,)]" P,,. Fiir m # n sind
Um, Uy, in verschiedenen MN—Aquiyalenzklassen: U [I1™ € AL(P) und v,[I]™ & AL(P)
Also gibt es unendlich viele MN-Aquivalenzklassen und AL(P) ist nicht regulir




(b) Zeigen Sie, dass AL(P) jedoch kontextfrei ist, indem Sie eine kontextfreie Grammatik angeben,
die AL(P) erzeugt.

Solution:
G=(V,>.,PS)
S = Lipa]...|pe|=SI(S A SISV )[(S — S)

AU gabe 3. .
Zeigen Sie per vollstdndiger Induktion iiber den Formelaufbau, dass in jeder Formel die Anzahl der
6ffnenden Klammern gleich der Anzahl der schliefenden Klammern ist, d.h. zeigen Sie, dass fiir alle
endlichen Mengen atomarer Formeln P = {p,...,px} und alle ¢ € AL(P), dass |¢| = |¢|) gilt.

Solution:

Induktion iiber Formelaufbau.

LA E=1: |J—|) =0= |J—|(7 E=p;: |Pi|) =0= |Pi|(

LV.. fir F,® € AL(P) gilt |E‘( = |E|),|‘I)‘( = ‘(I)|)

LS. =E: |=E| = [+ |E| = [+ |E]) = |E|) = |=|) + |E]) = [-E])

(EAN®):[(EA®)| =+ I|E[(+|A][+][@](+ D=1+ |E|+[|(+0=1+|E)+0+ O], =
[(y +EL + AT+ + D) = [(EA D)

(EV ®),(F — ®) analog

Aufgabe 4. ...
Seien ¢, 1) aussagenlogische Formeln. Wir sagen, dass ¢ eine Teilformel von ¢ ist wenn ¢ (als syn-
taktisches Wort) ein Infix von v ist. Zum Beispiel ist p; eine Teilformel von —(p2 A p1), nicht aber
—(, da dies keine aussagenlogische Formel ist. Sei TF(¢) die Anzahl der Teilformeln von ¢. Zeigen
Sie per vollstéandiger Induktion {iber den Formelaufbau, dass fiir jede aussagenlogische Formel ¢ die
Anzahl der Teilformeln von ¢ kleiner gleich der Lange von ¢ ist, also TF(¢) < |¢|.

Solution:

LA E=1:TF(L)=1=|E|, E=p;:TF(p;))=1=|E|

L.V.: gelte fiir Formel E, ¥, d.h. TF(F) < |E| und TF (V) < |¥|

LS.
[ ) ﬁEZTF(—!E) S1+TF(E) S 1+|E| = |—|E|
o (EANU):TF(EANY)=1+TF(E)+TF(¥) <1+ |E|+|V| <3+ |E|+|¥|=|(EATD)]
e (EV V), (E — ¥) analog

Also folgt aus der vollstéandigen Induktion

AU gabe 5. .

Vervollstandigen Sie die folgende Deduktion um die angewendeten Regeln, gestrichenen Hypothe-
sen und fehlenden Formeln. Markieren Sie zudem fiir alle gestrichenen Hypothesen, durch welche
Regelanwendung diese gestrichen wurden.

ZOATY () ) PRV () .
: 5 (-E) : 5 (—E)
. g . -
oV “Cong) “Con)
(=g A )

-B
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Solution:

[—~¢ A —]? (o A —9]?
3 (/\El) 1 3 (/\EQ) 1
o, (. O
(~1(2)) (=1(3))
VY (=6 A=) ~CONY)
(= A 1))

AU gabe B .. ...

In Aufgabe 1 haben wir einen Sachverhalt durch folgende Formeln formalisiert:

A—-B,B—-CC—D,D—(AVB),(BAND)—-C

Konstruieren Sie eine formale Deduktion von =B, die nur diese Formeln als Hypothesen nutzt (alle

anderen Hypothesen sind gestrichen).

Solution:
Version 1:
B»c ¢—»D D—=(AvB) A—-B 5D D->B
B — D D— B C— B B—C
B+ D B &
(BAD)— -C (-BA-CA-D)V(BANCAD)
-BA-CA-D
-B
Version 2:
[B]* B—C
o C > C—D (> 1)
[B]1 B — (BAD) (BAD)— -C
(— E) (= F
C -C
ﬁJ‘B (-1(1))
AU gabe T ..

Wir wollen in dieser Aufgabe zeigen, dass in der Aussagenlogik sowohl Konjunktion als auch Dis-

junktion assoziativ sind. Seien dazu p1, p2, p3 aussagenlogische Formeln.

(a) Zeigen Sie, dass {p1 A (p2 Ap3)} F (p1 A p2) A ps gilt.

Solution:

N A
P1 (P2 P3) AE

A\ N AN A N
p1 A (p2 A p3) (AE1) (pz ps) (AEY) p1 A (p2 A ps) (AE2)
D1 P2 ., (p2 A\ p3)
(1 1 2) o BN
P1 APp2 p3 (AD)

(p1 Ap2) Ap3
Also gilt p1 A (p2 A p3) = (p1 Ap2) Aps
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(b) Zeigen Sie, dass {pl V (p2 Vp3)} b (p1 V p2) V p3 gilt, indem Sie die folgende Deduktion vervoll-

Aufgabe 8

(a)

(d)

stédndigen.
Solution:
2
1 o (VI2) 2
L2 . (prvps) [p2]
(prvps) o (2ves)l' (1 V) Vs (p1Vp2) V3
p1V(p2Vps3) (p1Vp2) Vps (p1Vp2) Vps (VEL)
(p1Vp2)Vps
Also gilt p1 V (p2 V p3) F (p1 V p2) Vps
Werten Sie die folgenden Formeln fiir die jeweils angegebene Belegung aus.
p1 — (p2 A ps) fiir die K3-Belegung mit B(p1) = 3, B(p2) = 1 und B(p3) =0
Solution: B(p; — (p2 A ps)) = max(...)
(p1 Vp2) = (p2 A p3) fiir die F-Belegung mit B(p;) = 0.3, B(p2) = 0.7 und B(ps) =1
Solution: B((p1Vp2) = (p2Ap3) = max(B(p2Aps), 1—B(p1Vp2)) = maz(min(B(p2), B(ps))} 1—
max(B(p1), B(p2))) = max(min(0.7,1),1 — max(0.5,0.7)) = 0.7
—(p1 — (p2 A p3)) fiir die Bg-Belegung mit B(p;) = R, B(p2) = [1, 7] und B(ps) = [3, 42]
Solution: B(—(p1 — (p2 Aps))) = R\B(p1 — (p2 Ap3)) = R\(B(p2 A ps) U (R\B(p1))) =
R\[(B(p2) N B(ps)) U (R\B(p1))] = R\[[1, 7] N [3,42] UR\R] = R\(3, ]
p1 — (p2 A p3) fiir die Hpanppr-Belegung mit B(p;) = R, B(p2) = (—10,5) und B(ps) =
(~20,-3)
Solution: B(p1 — (p2/Ap3)) = Inneres(B(p2/Aps), R\B(p1)) = Inneres(B(p1)NB(p2), R\B(p1))

Aufgabe 9

Inneres(R<g) = R

Bearbeiten Sie die folgenden Teilaufgaben

(a)

Entscheiden Sie welche der folgenden Paare I' IFy ¢ erfiillen. Beweisen Sie Thre Behauptung
zum Beispiel durch Angabe einer Wahrheitstabelle.

i T={p = p}e=p,W €{B, K3}

Solution:
pr p2 | pi—ope [ T=inf{pi = pae} [THpo
010 1 0 v
013 1 0 X
0|1 1 0 v
110 0 : X
il 1 i v
|7 i 2
110 0 0 v
AN ! v
1 1 1 1 v
B Tautologie, keine K3 Tautologie
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ii. I'={p1 —p2,p1},p=p2, W € {B, K3}

Solution:
P1 | p2 | pr—p2 | p1—p2lbps
w | w w W
w | 0.5 W W
w f f w
05| w A4 w
0.5 1] 0.5 A W
0.5 f f W
f w w f
f |05 A f
f f w f

iii. I'={psV(p1Ap2)}, o= (p3Vp1)A(psVp2), W e{B}

(b) Entscheiden Sie fir W € {B, K3}, welche der folgenden Formeln W-Tautologie sind. Beweisen

Sie Ihre Behauptung.
i =(p1 A —p1)

Solution:

Bl=(p1 A =p2)] = 1p —inf{B(p1),
fiir K3 betrachte Belegung B = %
)

= Tautologie

B(p1)} = 1 — 0 = 13 = B Tautologie

K[=(p1 A=p1)] =1y — inf{B(p1),—B(p1)} = 1 — 1 = keine K3 Tautologie

i, —(py A L)
Solution:
pL AL ] o(piAlL)
w f w
f f W

= Tautologie

iii. (p1Vp2Vps)— (p1— (p2— p3))

Solution:
pr | pe | p3 | A=p1VpaVps [ p2—p3 | B=p— (p2—p3) | A= B
w |l w|w w w w w
w | w /| f w f f w
w | f | w w A A A4
w | T f w w w w
f | wlw w w A W
f|w|f w f A w
f f | w w w A w
f f f f A A A4
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Solution:

P | p2 | p3 | PiAD2 | p3V (pLAp2) | p3VpL | p3Vpe | (p3Vpi) A(psVp2) | psV|(pi Ap2) I (p3V
w |l w|w w w w w w >
w | w | f w w w w w ~
w f|w f A W W W >
w | f | f f f w f f YRS

f | wl|lw f w w w W >

f | w| f f f f w f >

f f | w f A w w w —
f|f]f f f f f f >



= Tautologie

AUfgabe 10 .. ..o
Wir erweitern die Aussagenlogik um den zweistelligen Operator A (nicht . .. und .. .).
(a) Uberlegen Sie sich, wie Sie eine Aussage ,nicht (¢ und ¢ )" beweisen bzw. in einem Beweis
verwenden wiirden und geben Sie entsprechende Regeln (AI) und (AE) an. Hinweis: Orientieren
Sie sich fiir (AF) an der Regel (VE) und nutzen Sie, dass pAY) = - V =),

Solution:

I
—(pAP)
%
—(p A1)
—(p A1)
©
—(p AY)
(0

(AIy)

(AIz)

(AE7)

(AE3)

(b) Verwenden Sie die Regel aus Aufgabenteil (a), um zu zeigen, dass p;1A—p; ein Theorem ist.

Solution:

pr| o1 | prA-pr | o(pr A —pr)
W f f W
f w f W

(c) Beschreiben Sie die Semantik des Operators durch Angabe einer Funktion Ay wie auf den
Folien 3.9ff fiir die Wahrheitswertebereiche W € {B, Bgr, K3, F'}.

Solution:

Wabhrheitswertebereich B aAwb = —(a A b) = =(maz(a,b))
Wahrheitswertebereich Br aAwb = —-(a Ab) = —(aUb)
Wahrheitswertebereich K5 aAwb = —(a Ab) = —(maz(a,b))

Wahrheitswertebereich F' aAwb = —(a A b) = =(maz(a,b))

(d) Uberpriifen Sie, ob die Formel (p; — pa)A-p; eine W-Tautologie ist fiir W € {B, K3, Bp}.

Solution:
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p1 | p2 | pr—=p2 | —p1 | (P1 = p2)A-m
w W w f w
w | 0.5 w f w
w f f f w
o3 [05| w | o3 p o Tauiologic
05| f f 0.5 \4
f W w w f
f 105 w w f
f f w w f

(e) Angenommen wir erweitern die Regeln des natiirlichen Schliefens um (AI) und (AE). Geben Sie
zum Beweis des Korrektheitslemmas fiir das natiirliche Schlieffen und den Wahrheitswertebereich
B den Induktionsschritt fiir diese Regeln an.

Solution:

(f) Zeigen Sie per vollstandiger Induktion iiber den Formelaufbau, dass es zu jeder aussagenlogi-
schen Formel ¢ eine Formel ¢ gibt, die nur A als Operator enthélt und &quivalent zu ¢ ist,

» =1

Solution:

AU gabe 11 ..o
Zeigen Sie (kurz) die folgenden Aussagen.

(a) Die Formelmenge {p} ist erfiillbar genau dann, wenn - kein Theorem ist.

Solution: —¢ Theorem <> —p B Tautologie
< B(-¢p)=1—B(¢) =1 V B Bedingung
< {p} erfiillbar

(b) Wenn ¢ eine F-Tautologie ist, dann ist L eine Teilformel von ¢.

Solution: zeige 1 keine Teilformel von ¢ — ¢ keine K3 Tautologie. Idee: betrachte K3
Belegung B = 1, zeige B(p) = 3 induktiv

(¢) Das natiirliche Schliefen ist auch ohne die Regel (L) vollstandig.

Solution: ersetzte Deduktion durch Falsum

(d) Fiir jede aussagenlogische Formel ¢ gibt es unendlich viele, paarweise verschiedene, dquivalente
Formeln.

Solution: definiere Folge (¢);=ny mit o1 = ¢ und p;11 = p; + ¢

Idee: Kombination der Menge mit beliebige u.u. unendlich vielen Formeln —_
unendlich viele, da A(=L) unendlich oft zusammenhéngen kann

paarweise verschieden, da ¢(A(=L))™ # ¢(A(=L))™

aquivalent: A(—L) dndert den Wert einer Formel nicht

AULgabe 12 ..
Sei T'= (V, E,w) ein endlich verzweigter Baum mit Wurzelwund unendlich vielen Knoten.
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(a) Beschreiben Sie mit einer Formelmenge 'z, dass in T ein unendlicher Pfad von der Wurzel aus
existiert. Verwenden Sie atomare Formeln {p,|v € V'}, wobei p, die intendierte Bedeutung ,der
Knoten v liegt auf einem unendlichen Pfad von der Wurzel aus“ hat.

Hinweis: D.h. I' ist eine Formelmenge, sodass die unendlichen Pfade von w aus in T' genau die
sind, die die Form {v|B(p,) = 1} haben fiir eine passende Belegung B mit B(y) = 1 fiir alle
vyelr.

Solution:

(b) Verwenden Sie den Kompaktheitssatz der Aussagenlogik um zu beweisen, dass T' einen unend-
lichen Pfad von der Wurzel aus besitzt.
Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dass T beliebig lange Pfade von der Wurzel aus besitzt.

Solution:

Aufgabe 18 ..
Bearbeiten Sie die folgenden Teilaufgaben!

(a) Uberpriifen Sie mittels Makierungsalgorithmus, ob die unten angegebene Folgerung gilt.

p1 A (P2 V p3V ps) A (mp1 Vps) A (—p3 V ps) A (—p1 V p2) IF ps

Solution: Markierungsalgorithmus M:

e Eingabe: Menge von Hornklauseln (Negationen auf linke Seite, Positive auf Rechte)

Ausgabe: M(I') = erfiillbar <» I" erfiillbar

Grundlage: I' IF ¢ <> I' U {—¢} unerfiillbar

{(p1), (P2 V =03V =p5), (—p1 V p3), (—p3 V pa), (—p1 V p2), 7ps }

Hornklauseln

-1 —=p
Dp3 A\ ps — P2
p1 — D3
P3 — D4
p1 — P2
ps — L

S o s e =

e Markier-Algorithmus

— py fur 1.
— ps, py fiir 3.,5.
— py fiir 4.

— keine Terme iibrig, allg. Terminiert mit ,erfillbar”

e crfiillbar — Folgerung falsch — I" Iff ¢

(b) Uberpriifen Sie mittels Makierungsalgorithmus, ob die folgende Formel eine Tautologie ist.

(p1 A—p2 Ap3) V (pa A=p1) V (P2 A —pa) V —pa V py
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Solution:
e © Tautologie +> {—p} unerfiillbar
® = (p1 A=p2/Ap3)V (paA=p1)V (p2 A=ps)V —p2Vps
® ~¢=(=p1Vp2V-p3)A(=psVp1)A(=p2Vps) Ap2 A—ps
e Hornklauseln
p1 AP3 — P2
Ps— D1

P2 — P4
—|@~>p2

AR

pge— L
e Markier-Algorithmus

— po fiir 4.
— py fiir 3.

— wegen 5. bricht Algorithmus ab mit unerfiillbar

e Ausgabe unerfiillbar da py — L, also ist ¢ Tautologie

AU gabe 14 ...
Bearbeiten Sie die folgenden Teilaufgaben!

(a) Uberpriifen Sie mittels SLD-Resolution, ob die unten angegebene Folgerung gilt.

P1 A (21 V =p2 V pa) A (—p1 Vps V —pa) A (pe V —p3) A (—p2 V ps V —pg) IF —pa V (pa A ps)

Solution: SLD Resolution fir B(M; — L, My — 1,....,M,, — 1) mit M,, - 1L € T und
Mipg = My A{p} AN fir N = ¢ € . M,, = @ < T unerfillbar

e Horn-Klauseln

1. @ = p

2. p1 Ap2 = pa
3. pr Aps—p3
4. ps = pe

5. p6 Ap2 = D5
6. =1L — po

7. ps ANps — L

e SLD Mengen

— aus 7.: M1 = {ps,p5}

— aus 5.: My = {p2,p4,p6}
— aus 4.: M5 = {p2,p3,p4}
— aus 3.: My = {p1,p2,ps}
— aus 2.: M5 = {p1,p2}
—aus 1.+6.: Mg =0

o M =@ — T unerfilllbar — @pnks IF Orechis
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(b) Uberpriifen Sie mittels SLD-Resolution, ob die folgende Formel eine Tautologie ist.

(P2 A=p1 Ap3) V (pa Ap1 Ap3) V (—pa Ap1 Ap2) V —ps3 V —ps

Solution:

e Invertiere Formel fiir SLD
e Horn-Klauseln

p2 Ap3 — p1
p1Ap3sAps— L

P1 ADP2 — Py
_|J_—>p3

Ot W =

-1 — P2

e SLD Mengen
— aus 2.: My = {p1,p3,p4}
— aus 1.: My = {pa,p3, Py}
— aus 3.: M3 = {p1,p2,p3}

— aus 1.: M4 = {pg,pg}
—aus 4.4+5.: M =@

o M =& — {—p} unerfiillbar — ¢ Tautologie

AU gabe 15 ..
Leiten Sie die folgenden Aquivalenzen her, Sie kénnen die Aquivalenzen auf Folie 5.13 verwenden.

(a) a = b=-b— —a

Solution: a = b=-aVb=bV-a=--bV-a=-b— —a

(b) aV(andb)=a

Solution: nutze o = 8 gdw « <+ § ist Theorem, gdw o — 3, 3 — « Theoreme

(¢) a— L=a

Solution: —a - L =--aV.l=aV.l=aV(aA-a)=a

Aufgabe 16 ... ..o
Sei A eine endliche Menge. Der Wahrheitswertebereich B4 hat die Form (24,C, —o A, =9 A) mit
—Ba(X) = A\X und — Ba(X,Y) = (A\X) UY. Zeigen Sie, dass natiirliches Schliefien fiir jeden
Wahrheitswertebereich B4 korrekt ist. Hinweis: Fiihren Sie die Korrektheit fiir Wahrheitswertebe-
reiche der Form B4 auf die Korrektheit fiir den Boole’schen Wahrheitswertebereich zuriick.

Solution:

AU Zabe 17 .
Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen!
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(a) Aus T Iy ¢ folgt T' Ik, —¢ fiir jeden Wahrheitswertebereich W.

Solution: T'={-1}, p =p, W = K3, K3 Belegung B = %
— inf B[l]=1und B(y) = B(p) = 5 = [ fr, 9,7

(b) Es gibt eine Menge aussagenlogischer Formeln I" und eine Formel ¢ mit T' - ¢ und T' - —¢.

Solution: T' = {1}, p beliebig, z.b. p = L

(¢) Angenommen, es gibe eine aussagenlogische Formel ¢ mit @ ¢ und @ F —¢. Dann ist jede
aussagenlogische Formel ein Theorem.

Solution: betrachte v, ist Deduktion fiir @ — 1) — ¢ Theorem

AU gabe L8 ..
Der Schnitt zweier B-Belegungen Bi, By sei By N By, wobei By N Ba(pi) = min(B1(p;), Ba(p;)) fir
alle atomarenFormeln p;.

(a) Zeigen Sie, dass Belegungen, die Horn-Formeln erfiillen unter Schnitt abgeschlossen sind, dass
also fiir jede Horn-Formel ¢ und B-Belegungen Bj, By gilt: Wenn Bi(¢) = 1 und By(¢) = 1,
dann auch By N By(¢) = 1.

Solution:

(b) Verwenden Sie Aufgabenteil (a) um zu zeigen, dass ¢ = —(p1 A p2) — (ps V pa)) keine Horn-
Formel ist.

Solution:

AU gabe 10 ..o
Seien z, y, z Variablen, P ein einstelliges Relationssymbol, @) ein zwei-stelliges Relationssymbol, a ein
null-stelliges Funktionssymbol und f ein einstelliges Funktionssymbol. Geben Sie die freien Variablen
der folgenden Formeln an. Welche der Formeln sind Sétze?

(a) Vo : Q(z,z) — Tz : Q(x,y)

Solution: y frei — kein Satz

(b) P(f(x)) — 3z : P(x)

Solution: x vorn frei — kein Satz

(c) P(a) Vv P(f(a))

Solution: keine freien Variablen — ist Satz

(d) 32: (Q(z,2) vV Q(y, 2)) = Fy : (Qz,9) N Q(z, 2))

Solution: y vorn frei, z hinten frei — kein Satz

Aufgabe 20 ... ..o
Sei X = {x1,...,x,} eine endliche, nicht-leere Menge von Variablen und 3"’ eine endliche Signatur
mit Relationen Ry, ..., R, Funktionen fi,..., fr und ar entsprechende Stelligkeitsfunktion. Wir kon-
nen die Menge PL(X) der pridikatenlogischen > '-Formeln mit Variablen aus X als eine formale
Sprache iiber dem Alphabet S° = {1, A,V,—,—,(,),3,¥V,=}U{,} UX UY. auffassen. Geben Sie
eine kontextfreie Grammatik fiir PL(X) an.
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Solution:
= ({F,X',A,T},> ,P,F)
F — A|(F AF)|(F AF)|(F — F)|-FVX'F|3X'F
X' = x]..|zn
A — LT =T|R\(T,...;T)|...|R.(T, ..., T) (R\(T,..T) = T,...T = ar(Ry))
T = X'|fu(T, ... T)|...| fu(T, ..., T)

Aufgabe 21 ..o
Geben Sie fiir jedes der folgenden Graphenpaare G1, G2 einen pradikatenlogischen Satz an, sodass
G1 Modell fiir diese Formel ist, G2 aber nicht.

(a)

(c)

d)

<
A
%

7> > X

Solution:
a) Ju,u : (v#£ v A=E(v,v"))
b) Jv,w,w" : (E(v,w) A E(v,w) AN E(w,w') Av # w # w')
c) ~Jv: E(v v))
d) 3 " =E(v,v)

AU gabe 22 .. e
Sei I' die Signatur bestehend aus einem zwei-stelligen Relationssymbol €. Fiir eine Menge von Mengen
M definieren wir die Struktur S mit Us = M und €°=c. Geben Sie fiir jede der folgenden Aussagen
eine Formel an, die diese beschreibt.

(a) Es gibt eine Menge, die keine Menge enthélt.

Solution: IM :Vz : =(z € M)

(b) Fiir alle Mengen A , B gibt es eine Menge, die genau A und B enthélt.

Solution: VA,B:3C :VD:(De C <« (D= A)Vv (D= B)))

(¢) Fiir jede Menge A gibt es eine Menge B, die genau die Elemente der Elemente der Menge A
enthalt.

Solution: VA :3B:VC:(Ce€ B<3D:(De AANC € D))
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AULgabe 23 .. .
Sei T" die Signatur bestehend aus einem zwei-stelligen Relationssymbol E. Fiir einen (gerichteten)
Graphen G = (V, E) definieren wir dann die Struktur G mit V = Ug und E = EY. Welche der
folgenden Aussagen sind sind wahr? Begriinden Sie Ihre Aussage!

(a) {Fz3y3z: (E(z,y) NE(y,z) N E(z,x))} ist erfiillbar.

Solution: wahr: Steht ein erstes Element zu einem zweiten Element und dieses wiederum
zu einem dritten Element in Relation, so steht auch das erste Element zum dritten Element
in Relation. Z.B. folgt aus a < b und b < ¢ stets a < c.

(b) {3xVy : E(z,y)} ist erfiillbar, aber nicht allgemeingiiltig.

Solution: wahr. Es existiert ein Element, was in Relation zu allen anderen Elementen des
Graphen steht, z.B. die Wurzel des Graphen.

(c) {VaVy: (E(z,y) —» ~E(y,x))} Ik VaVy : (E(z,y) A E(y,x) > 2 =1y)

Solution: wahr: Es gibt keine zwei verschiedenen Elemente, die in beiden Richtungen in
Relation stehen, z.B. folgt aus a < bund b < a stets a = b

(d) {VaVy: (E(z,y) V E(y,2))} IF 323y : (E(z,y) A ~x = y)

Solution: wahr: Je zwei verschiedene Elemente stehen stets auf genau eine Weise in Rela-
tion, z.B. wenn stets entweder a < b oder b < a gilt.

AULgabe 24 ...
Vervollstdndigen Sie die unten aufgefithrte Deduktion, indem Sie die verwendeten Regeln angeben
und gegebenenfalls temporédre Hypothesen kenntlich machen. Welche syntaktische Folgerung wird
durch die Deduktiongezeigt?

Solution:
- F

i B@y)

E@y) oy

JaVy : E(z,y) Jz: E(z,y) ap)

Jz: E(z,y) )
Yy3z . E(x,y)
(=)

JaVy : E(z,y) — YyIz : E(z,y)

Folgerung: die Reihenfolge von 3 und V ist innerhalb der selben Stufe irrelevant und kann ver-
tauscht werden: JzVy... — VyJz...

AULgabe 25 ..
Sei > eine Signatur mit dem zweistelligen Funktionssymbol f. Zeigen Sie durch Angabe einer geeigne-
ten Deduktion, dass fiir beliebige Y -Terme 1, so, t1,ta gilt: {s1 = t1,82 = ta} F f(s1,82) = f(t1,12).

Solution:
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Aufgabe 26

Geben Sie fiir die folgenden (inkorrekten) Ableitungen je einen fehlerhaften Ableitungsschritt an.

Begriinden Sie!

(a)

= all
Jz(z = a) V[x( —] ) (V_I)l
Va(x = a) e

Solution: Der Schritt V-I ist fehlerhaft, da x frei in = a vorkommt.

[Vy(P(y,y))]"

(b)

JzVy(P(x,y))

3D
(=1

Vy(P(y,y)) — JaVy(P(z,y))

Solution: 3-1 &ndert in der Hypothese y zu x, was nicht zuléssig ist (P(y,y) # P(z,y))

[Fz(P(x))]? [P(x)]" 57
(c) PX) (v-1)
z(P(z)) o)

Solution: V-I fehlerhaft, aus 3-E tritt x frei in Folgerung auf — x freie Variable

Aufgabe 27

Wir betrachten die Formelmenge I' = {3BVC(~C € B),VAVB3C(A € CAB € CAVD(D € C —
C = Av C = B))} und die Formel ¢ = 3CIBVA(—A € B A B € C) fiir die Signatur, die nur
das zweistellige Relationssymbol € enthélt. Zeigen Sie, dass I' F ¢ gilt indem Sie eine Deduktion

angeben.

Solution:

vC(~C € B)

——————— (VB)

_'A—EB (v-1)

VA(-A € B) [(VA(~A € B))]

IBVC(~C € B)
(3-E)

% (raa)
VACAEB) o
~ e Y

(iE)

VAYB3IC(Ae€ BAB e CN) vB)
WEaAeBABeCAw)Wm (4
AC(AeCABeCA
1
(AeCABeC)/
AeCABeC
BecC

-~Ae BABe(C
VA(-Ae BABe ()

IBVA(~A€ BAB € C)
JC3BVA(~A € BAB € C)

(A-]

Aufgabe 28

Geben Sie zum Beweis des Korrektheitslemmas fiir das natiirliche Schliefen in der Priadikatenlogik

den Induktionsschritt fiir den Fall (3 —I) an.

Solution:
Deduktion
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plr =t

3-1
Jx e G0

und [z := t] passt zu .

Nach IV gilt fiir alle Strukturen A; VI p: AlF, T — A lF o[z :=t].
Angenommen A I, T, nach Lemma 8.10 A Ik, @[z := [t]] <+ A Ik =) ®
— es existiert a € U4 (a 1= o[t]) : A Fparrohfziea) @

= Alryarrho 3T 1 @

AU gabe 20 ..
In dieser Aufgabe betrachten wir Mengen von Schliefregeln. Wir sagen, dass eine Menge von R von
Schliefiregeln verifizierbar ist, wenn es entscheidbar ist, ob in einer Deduktion ausschlieflich Regeln
aus R verwendet wurden. Beispielsweise sei R,,: die Menge der Regeln des natiirlichen Schlieffens.
In der Vorlesung haben wir bereits gesehen, dass R, verifizierbar ist.

Begriinden Sie jeweils kurz, dass Ihre Regelmenge die entsprechenden Eigenschaften hat. Geben Sie
je eine Mengen von Schlieffregeln an, die

(a) nicht vollstdndig, aber korrekt und verifizierbar ist.

Solution:

Ro ={(R)}
e Nicht vollstdndig, da z.B. Vz(x = x) nicht ableitbar mit Regeln aus R,

e Korrekt und verifizierbar, da R, € Ryat

Alternativ: fiir Formel ¢ sei (¢) die Ableitungsregel - — {(=1)}, =L AL ldsst sich nicht
ableiten

(b) vollstéandig, nicht korrekt, aber verifizierbar ist.

Solution:
Rp = {(1),(F)}, wobei (F) die Regel I*.

e Vollsténdig, da @ F € f.0. € durch f
e nicht Korrekt, da fiir jede Formel gilt @ F € und @+ —e

e Verifizierbar, da jede Deduktio die Form f hat

Alternativ: {(¢) : ¢ ist Formel} offensichtlich vollstéandig und nicht korrekt

(c) vollstdndig und korrekt, aber nicht verifizierbar ist.

Solution:
R. = {(IF)} wobei L gdw. I'I- e

e Vollstandig und Korrekt, da I'Fe gdw I' I €

e nicht verifizierbar, da die Menge der allgmeingiiltigen Formeln ist nicht entscheidbar.
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o ¢ allgemeingiiltig < @ IF € & %(I) ist eine Deduktion

Alternativ: {(¢) : ¢ eine Tautologie} offensichtlich vollsténdig und korrekt aber nicht veri-
fizierbar. Betrachte Menge von Deduktionen {5 : ¢ Formel} wire R verifizierbar, so wére
entscheidbar ob Z € R, also ob ¢ Tautologie ist

AU gabe B0 ... .o
Wir betrachten die folgenden Sachverhalte:

Vorlesungen werden von genau einem Professor gehalten.
Studierende kénnen Vorlesungen besuchen.
Studierende kénnen den Vortragsstil eines Professors mogen.

Ein Studierender besucht eine Vorlesung genau dann, wenn er den Vortragsstil des Professors
mag.

Jedes Objekt ist entweder ein Studierender, ein Professor oder eine Vorlesung, aber nicht Meh-
reres davonzugleich.

Bearbeiten Sie die folgenden Teilaufgaben!

(a)

(b)

Formalisieren Sie die angegebenen Sachverhalte in der Pridikatenlogik. Verwenden Sie dazu
einstellige Relationssymbole P(rofessor), S(tudierender), V(orlesung) und zweistellige Relati-
onssymbole H (&lt die Vorlesung), M (ag den Vortragsstil), B(esucht die Vorlesung). Formalisie-
ren Sie insbesondere auch zwischen welchen Objekten die Beziehungen H,M und B bestehen
konnen.

Solution:

o Vu,p,p’ :+ (V(v) AP(p) AP(p") NH(p,v) NH(p,v') = p=1p))

o Vu,z: (V(v) AB(z,v) = S(z))

o Vp,x: (P(p) A M(z,p) — S(X))

o Vs, 0,p: (S(s) AV (v) AP(p) AH(p,v) = (B(s,v) <> M(s,p))

o Vz: (S(z)VV(z)V P(x) A=((S(x) AV (x))V(Sx) AP(x) vV (V(z) A P(z)))
o Vs,p: H(p,v) = P(p) AV (v)

o Vs, v: B(s,v) = S(s) AV (v)

o Vs,p: M(s,p) — S(s) A P(p)

Wir sagen, dass zwei Objekte o1 und oy dquivalent sind (in Zeichen 01 ~ 03), wenn sie gleich sind
oder vom gleichen Professor gehalten werden. Weisen Sie nach, dass die resultierende Relation
~ unter den gegebenen Voraussetzungen eine Kongruenz ist.

Solution: ~ ist Kongruenz:

e Punkt 1, Aquivalenzrelation:

— Reflexivitat: Vz(z ~ x); Sei 01 ein Objekt. Dann 07 = 01, also 01 ~ 01

— Symmetrie: VaVy(x ~ y — y ~ x); Gelte 01 ~ 0o gdw gdw. 0; = 02 oder
Ip(H(p,01) A H(p,02)) gdw. 02 = 01 oder 3p(H (p,02) A H(p,01)) gdw. 03 ~ 01

Page 16



— Transitivitat: VaVyVz(z ~ y Ay ~ z = © ~ 2); Gelte 01 ~ 02 und 02 ~ o03.
Dann (01 = 09 oder Ip(H(p,01) A H(p,02))) und (09 = o3 oder Ip'(H(p’,02) A
H(p',03))). Falls 0y = 0y oder oo = o3, dann gilt 0; ~ o03. Ansonsten gilt
Ip(H (p,01) AN H(p,02)) A Ip'(H(p',02) AN H(p', 03)). Da Vorlesungen von genau
einem Professor gehalten werden gilt p = p’. Also werden o7 und o3 auch vom
gleichen Professor gehalten. Somit 01 ~ o3

e Punkt 2 gilt, da keine Funktionen in Signatur
e Punkt 3, Relationen:

— Seien ay, by, ..., ak, by, so dass aj ~ by, ..., ap ~ bg. Gelte S(a1) und aq ~ by. Also
gilt a; = by oder Ip(H (p,a1) A H(p,b1)). Falls H(p,a;), dann gilt V(a;) nach
(ii) doch d15 widerspricht (vi). Daher muss a; = by gelten und somit S(b;)

— Fiir P(ay) analog

— Gelte V(ay) und a; ~ by. Falls a; = by, dann gilt V' (by). Ansonsten Ip(H (p, ai) A
H(p,b1)). Also gilt V(b1) nach (ii)

— Gelte M (a,az) und a; ~ by und as ~ by. Es gilt S(aq) und P(a1), also =V (aq)
und -V (az). Somit gilt a3 = by und as = by, also M (b1, bs)

— Gelte H(aj,as) und a; ~ by und as ~ by. Da H(aq,as) gilt P(a;) und V(az).
(a1 = by oder Ip(H(p,a1) A H(p,b1))) und (az = b = 2 oder Ip(H (p,az) A
H(p,b2))). Also gilt a1 = by. Wenn ay = by, dann H (by, b2). Ansonsten Ip(H (p, az)
H(p, b2)). Also gilt H(by,b2)

— Gelte B(ay, az2) und ay ~ by und ag ~ by. B(a1,az) gdw Ip(M(a1,p) A H(p, az))
gdw 3p(M (b1, p) A H(p, b2)) gdw B(b1, b2)

e also ist ~ eine Kongruenz

AULgabe B ... .
Sei > eine Signatur mit einem zweistelligen Relationssymbol E. Im Folgenden verstehen wir 3 -
Strukturen G als unter Umstiinden unendliche, gerichtete Graphen G = (Ug, E).

(a) Geben Sie fiir jedes n € N eine Formel ¢,, an, sodass v,, die Klasse der Graphen axiomatisiert,
in denen es einen Pfad der Lénge n gibt.

Solution: ¢, = Eonlacl...Elxn(/\OSKm E(xi,xiq1))

(b) Geben Sie eine unendliche Formelmenge ¢ an, sodass G I+ ¥ die Klasse der Graphen axiomati-
siert, in denen es beliebig lange Pfade gibt.

Solution: ® = {E,|n € N}

(c) Zeigen Sie mithilfe des Kompaktheitssatzes der Pradikatenlogik, dass es keinen ) -Satz 1) gibt,
der die Klasse der Graphen axiomatisiert, die nicht beliebig lange Pfade besitzen.
Hinweis:Nehmen Sie an, dass es so einen Satz 1) gibt und leiten Sie aus der Unerfiillbarkeit von
¢ U {¢} mittels Kompaktheitssatz einen Widerspruch her.

Solution: Angenommen es gibt so einen Satz ¥. Dann ist ®U{ ¥} unerfiillbar. Also existiert
nach Kompaktheitssatz eine endliche Teilmenge ® C @ U {¥}, die unerfiillbar ist. Sei
m € N so, dass fiir alle ¢, € ® gilt n < m. Betrachte die Y -Struktur G = (Ug, E®) mit
Ug ={0,1,...m}, B¢ = {(i,i + 1)|0 < i < m}. Dann gilt G IF ¢, fiir n < m. Auferdem
gilt G ¢ . Also gilt G IF ¥’ — Widerspruch zur Unerfiillbarkeit. Somit kann die Annahme
nicht stimmen und so ein Satz Psi kann nicht existieren.
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AULgabe B2 ...
Zeigen Sie fiir jede der folgenden Klassen von Strukturen, dass sie durch einen Satz, nur durch
eine unendliche Formelmenge und nicht durch einen Satz oder auch nicht durch unendliche eine
Formelmenge axiomatisiert werden kann. Wir betrachten wieder die Signatur > fiir Graphen.

(a) Die Klasse der Graphen, die keinen Kreis der Linge 3 enthalten.

Solution: trivial

(b) Die Klasse der endlichen Graphen.

Solution: lasst sich nicht durch ein ¢ axiomatisieren. Angenommen es gibt ein solches
¢ — ¢ hat Modell jeder endl. Grofle — ¢ hat unendliches Modell — Konflikt

(¢) Die Klasse der Graphen, die keinen Kreis, aber eine 5-Clique enthalten. Eine k-Clique ist eine
Menge von k vielen Knoten in der zwischen jedem Knotenpaar eine Kante existiert.

Solution: ¢ = L

(d) Die Klasse der kreisfreien Graphen.

Solution: ¢ = {—¢,,,n > 1}|G Ik ¢, ++ G hat Kreise der Linge n — ¢ axiomatisiert die
Klasse der kreisfreien Graphen

(e) Die Klasse der Graphen, die einen Kreis enthalten.

Solution: angenommen existiert ¢ mit Eigenschaften des kreisfreien Graphen — —¢ axio-
matisiert Klasse der Graphen mit Kreis

(f) Die Klasse der Graphen, die zu (2V, @) isomorph sind.

Solution: 2m2t%N st {iberabzihlbar. Angenommen es existiert ¢ mit m — ¢ erfiillbar

— ¢ besitzt alghb. Modell

AU gabe B3 ...
Sei f ein einstelliges Funktionssymbol und R ein zweistelliges Relationssymbol. Weiterhin sei

¢ = —Jz(R(z, f(z)) AVy3z(R(y, x)))

(a) Berechnen Sie eine Formel v in Prénexform, die dquivalent ist zu .

Solution: —3z((Vy3z : R(y,x)) A R(z, f(x))) = -3(Vy'3z’ : (R, 2') A R(z, f(x)))) =
Vady'Ve' : ~(R(y',2") A R(z, f(x))) = Vava' : =(R(g(z),z’) A R(z, f(x))) mit neuem 1-
stelligem Funktionssymbol g

(b) Berechnen Sie eine Formel v, in Skolemform, die erfiillbarkeitsiquivalent ist zu ¢.

Solution: a = dz;b = -3z

Aufgabe B4 .. .
Der Algorithmus zur Berechnung der Skolemform liefert fiir die Formel 3z : P(x) das Ergebnis P(a)
mit einer neuen Konstanten a. Zeigen Sie, dass diese beiden Formeln nicht dquivalent sind.
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Variable x abhéngt.

Solution: Die Variable 2 und Konstante a bilden fiir P nur logische Aquivalenz im Fall von z =
a, sonst nicht. Die erfiillbarkeitsdquivalenz besteht dennoch, da dies nicht von einer bestimmten

Aufgabe 35

Sei > die Signatur mit dem zweistelligen Relationssymbol R, der Konstante ¢ und dem zweistelligen
Funktionssymbol g. Gegeben sei weiterhin die folgende Formel: ¢ = VaVy : (R(z, g(z,y)) V R(z,a) A
(=R(y,x) V R(y,g(x,y)))). Geben Sie jeweils mindestens zwei Elemente des Herbrand-Universums

und der Herbrand-Expansion an.

Solution: H, = {a,g(a,a), R(a,a), R(g9(a,a),a),...}

E(p) = (R(a,g(a,a)) V R(a,a) A (—R(a,a) V R(a, g(a, a)))) mit [z/d]ly/a]
E(p)2 = (R(g(a,a),9(g(a, a), a))VR(g(a, a),a)N(=R(a, g(a, a))VE(a, g(g(a; a), a)))) mit [z/g(a, a)]

Aufgabe 36

Sei Y die Signatur mit dem zweistelligen Relationssymbol R und den Konstanten a und b. Betrachten
Sie die folgende Formel ¢ = VaVy : (R(a,b) A (R(z,z) — R(a,y)) A —R(y,a)).

(a) Berechnen Sie die Herbrand-Expansion E(y).

Solution: H, = {a,b, R(a,b),...}
E(p) = {R(a,b) A (R(z,z) = R(a,y)) N ~R(y,a)|z,y € Hy}

Uberpriifen Sie, ob E(¢) aussagenlogisch erfiillbar ist.

Solution: D(>]) > a,b

E(p) :

R(a,b) A (R(a,a) = R(a,a)) A —R(a,a)
R(a,b) A (R(a,a) = R(a,b)) AN —=R(b,a)
R(a,b) A (R(b,b) = R(a,a)) N —R(a,a)
R(a,b) A (R(b,b) — R(a,b)) A—R(b,a)

~—
~
I
OO = O

b
B Belegung B mit B(R( (

— aussagenlogisch nicht erfiillbar

Aufgabe 37

Sei Y die Signatur mit dem einstelligen Relationssymbol P, der Konstante a und den einstelligen

Funktionssymbolen f und g¢. Betrachten Sie die Formel ¢ = Vz :

—P(g(x))). Weiterhin sei A eine Struktur mit

o Uy= Q)
e PA=N\{0},
e at =1,

fA(n) =n+1 fiir alle n € Q und
e g(n) =0 fiir alle n € Q.

Dann kann leicht A I+ ¢ gezeigt werden. Konstruieren Sie aus A eine Herbrand-Struktur B, welche

ebenfalls Modell fiir ¢ ist.
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Solution:

H«p = {avf(a)vg(a)v }

AU gabe B8 ..
Sei > eine Signatur mit zweistelligem Relationssymbol P, dem einstelligen Funktionssymbol g, dem
zweistelligen Funktionssymbol f und den Konstanten a und b. Welche der folgenden Mengen von
atomaren Formeln sind unifizierbar? Ermitteln Sie dazu mittels des Unifikationsalgorithmus einen
Unifikator oder aber zeigen Sie, an welcher Stelle der Algorithmus mit der Ausgabe ,nicht unifizierbar”
abbricht. Geben Sie im positiven Fall einen zweiten Unifikator an.

(a) {P(y, f(a,2)), P(b, f(a,b))}

P10 ‘ Yoo ‘ o
Solution: P(y,f(a,z)) P(b7f(a'a b)) id
P(b,f(a,z)) P(bvf(a’b)) Zd[y = b]
P(b, f(a,b)) | P(b, f(a,b)) | id[y := b][z := ]
Terminiert unifiziert
(b) {P(y, f(z,2)), P(b, fa,y))}
P10 ‘ P20 o
Solution: P(y, f(z,z)) | P(b, f(a,b)) | id
P(b, f(a,a)) | P(b, f(a,b)) | idly :=0b][z:=b]

Terminiert nicht unifiziert

(¢) {P(y, f(z,y)), P(g(2), f(a,2))}

Y10 ‘ Y20 ‘ g
Solution: P(y, f(z,y)) P(g(2), f(a,z)) | id
P(g(2), f(a,9(2))) | P(9(2), f(a,2)) | idly := g(2)][z := a

Terminiert nicht unifiziert

Page 20



