Disclaimer

Die Ubungen die hier gezeigt werden stammen aus der Vorlesung Logik und Logikprogrammierung!
Fiir die Richtigkeit der Losungen wird keine Gewéahr gegeben.

AU gabe L. ..
Emil hat seine Freunde Anne, Bernd, Christiane und Dirk auf eine Party eingeladen. Leider gibt es
dabei einige Komplikationen.

. Anne ist in Bernd verliebt und kommt nur mit, wenn Bernd auch kommt.

. Bernd ist jedoch in Christiane verliebt und kommt nur, wenn Christiane auch kommt.

. Zudem ist auch Dirk in Christiane verliebt und, falls Christiane kommt, kommt Dirk auch.

. Wenn Dirk mitkommt, wird er auf jeden Fall Anne oder Bernd mitbringen.

T o= W N

. Christiane ist die Situation peinlich und kommt, falls sowohl Bernd als auch Dirk mitkommen,
nicht mit.

(a) Formalisieren Sie die gegebenen Sachverhalte durch aussagenlogische Formeln.Hinweis: Die Mo-
tivationsgriinde der einzelnen Personen konnen dabei vernachléssigt werden. Verwenden Sie die
atomaren Formeln A fiir ,Anne kommt mit”, B fiir ,Bernd kommt mit”, C fiir ,Christiane kommt
mit” und D fir ,,Dirk kommt mit”.

(b) Argumentieren Sie, dass keiner der vier Freunde Emils zur Party mitkommt.

AU gabe 2. .
Sei P = {p1, ..., px } eine endliche, nicht-leere Menge atomarer Formeln. Wir kénnen die Menge AL(P)
der aussagenlogischen Formeln iiber den atomaren Formeln aus P als eine formale Sprache iiber dem
Alphabet > = {L,A,V,—,—,(,)} V P auffassen.

(a) Zeigen Sie, dass AL(P) nicht regulér ist.

(b) Zeigen Sie, dass AL(P) jedoch kontextfrei ist, indem Sie eine kontextfreie Grammatik angeben,
die AL(P) erzeugt.

AU gabe 3. ..
Zeigen Sie per vollstiandiger Induktion iiber den Formelaufbau, dass in jeder Formel die Anzahl der
6ffnenden Klammern gleich der Anzahl der schliefenden Klammern ist, d.h. zeigen Sie, dass fiir alle
endlichen Mengen atomarer Formeln P = {p,...,px} und alle ¢ € AL(P), dass |¢| = |¢|) gilt.

AULgabe 4. ...
Seien ¢, 1) aussagenlogische Formeln. Wir sagen, dass v eine Teilformel von ¢ ist wenn ¢ (als syn-
taktisches Wort) ein Infix von v ist. Zum Beispiel ist p; eine Teilformel von —(ps A p1), nicht aber
—(, da dies keine aussagenlogische Formel ist. Sei TF(¢) die Anzahl der Teilformeln von ¢. Zeigen
Sie per vollstdandiger Induktion {iber den Formelaufbau, dass fiir jede aussagenlogische Formel ¢ die
Anzahl der Teilformeln von ¢ kleiner gleich der Lange von ¢ ist, also TF(¢) < |¢|.

AULgabe 5. o
Vervollstandigen Sie die folgende Deduktion um die angewendeten Regeln, gestrichenen Hypothe-
sen und fehlenden Formeln. Markieren Sie zudem fiir alle gestrichenen Hypothesen, durch welche
Regelanwendung diese gestrichen wurden.
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Aufgabe 6. .. ..o
In Aufgabe 1 haben wir einen Sachverhalt durch folgende Formeln formalisiert:

A—B,B—CC—D,D— (AVB),(BAD)—-C

Konstruieren Sie eine formale Deduktion von =B, die nur diese Formeln als Hypothesen nutzt (alle
anderen Hypothesen sind gestrichen).

AU A T ..
Wir wollen in dieser Aufgabe zeigen, dass in der Aussagenlogik sowohl Konjunktion als auch Dis-
junktion assoziativ sind. Seien dazu p1, p2, p3 aussagenlogische Formeln.

(a) Zeigen Sie, dass {p1 A (p2 Ap3)} F (p1 Ap2) A ps gilt.
(b) Zeigen Sie, dass {pl V (p2Vp3)} F (p1Vp2) V ps gilt, indem Sie die folgende Deduktion vervoll-
stdndigen.

AULgabe 8. . .
Werten Sie die folgenden Formeln fiir die jeweils angegebene Belegung aus.

(a) p1 = (p2 A ps) fiir die K3-Belegung mit B(p;) = 3, B(p2) = 1 und B(ps) =0

(b) (p1V p2) = (p2 A p3) fiir die F-Belegung mit B(p;) = 0.3, B(p2) = 0.7 und B(pz) =1

(¢) =(p1 = (p2 A p3)) fiir die Br-Belegung mit B(p1) = R, B(p2) = [1, 7] und B(ps) = [3,42]

(d) 1271 0 (32)/\]73) fir die Hypatnepr-Belegung mit B(p1) = R, B(p2) = (—10,5) und B(ps) =

AU gabe O ...
Bearbeiten Sie die folgenden Teilaufgaben

(a) Entscheiden Sie welche der folgenden Paare I' Iy, ¢ erfiillen. Beweisen Sie IThre Behauptung
zum Beispiel durch Angabe einer Wahrheitstabelle.
L I'={p1 = pi},p=p1,W € {B, K3}
ii. I'={p1 = pa2,p1}, o =p2, W € {B, K3}
iil. I'={psV (p1Ap2)}, 0= (p3Vp1)A(psVp2), W e {B}
(b) Entscheiden Sie fir W € {B, K3}, welche der folgenden Formeln W-Tautologie sind. Beweisen
Sie Thre Behauptung.
i. =(p1 A —p1)
ii. =(p1AL)
iii. (p1Vp2Vps) = (p1 — (p2 = ps3))
Aufgabe 10 ... ..o
Wir erweitern die Aussagenlogik um den zweistelligen Operator A (nicht . . . und . . .).

(a) Uberlegen Sie sich, wie Sie eine Aussage ,nicht (¢ und 9 )’ beweisen bzw. in einem Beweis
verwenden wiirden und geben Sie entsprechende Regeln (AI) und (AE) an. Hinweis: Orientieren
Sie sich fiir (AF) an der Regel (VE) und nutzen Sie, dass oAy = - V —h.

(b) Verwenden Sie die Regel aus Aufgabenteil (a), um zu zeigen, dass p; A—p; ein Theorem ist.

(c) Beschreiben Sie die Semantik des Operators durch Angabe einer Funktion Ay wie auf den
Folien 3.9ff fiir die Wahrheitswertebereiche W € {B, Bgr, K3, F'}.

(d) Uberpriifen Sie, ob die Formel (p; — p2)A—p; eine W-Tautologie ist fiir W € {B, K3, Br}.

(e) Angenommen wir erweitern die Regeln des natiirlichen Schliefens um (AI) und (AE). Geben Sie
zum Beweis des Korrektheitslemmas fiir das natiirliche Schlieffen und den Wahrheitswertebereich
B den Induktionsschritt fiir diese Regeln an.

(f) Zeigen Sie per vollstiandiger Induktion iiber den Formelaufbau, dass es zu jeder aussagenlogi-
schen Formel ¢ eine Formel ¢ gibt, die nur A als Operator enthélt und &quivalent zu ¢ ist,

p=1.

AU gabe L0 ...
Zeigen Sie (kurz) die folgenden Aussagen.
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a) Die Formelmenge {¢} ist erfiillbar genau dann, wenn —¢ kein Theorem ist.

(a)

(b) Wenn ¢ eine F-Tautologie ist, dann ist L eine Teilformel von .
(c¢) Das natiirliche Schliefen ist auch ohne die Regel (L) vollsténdig.
)

(d) Fiir jede aussagenlogische Formel ¢ gibt es unendlich viele, paarweise verschiedene, diquivalente
Formeln.

AULgabe 12 ...
Sei T = (V, E,w) ein endlich verzweigter Baum mit Wurzelwund unendlich vielen Knoten.

(a) Beschreiben Sie mit einer Formelmenge I'r, dass in T ein unendlicher Pfad von der Wurzel aus
existiert. Verwenden Sie atomare Formeln {p,|v € V'}, wobei p,, die intendierte Bedeutung ,der
Knoten v liegt auf einem unendlichen Pfad von der Wurzel aus“ hat.

Hinweis: D.h. I'r ist eine Formelmenge, sodass die unendlichen Pfade von w aus in 7" genau die
sind, die die Form {v|B(p,) = 1} haben fiir eine passende Belegung B mit B(y) = 1 fiir alle
v € Tp.

(b) Verwenden Sie den Kompaktheitssatz der Aussagenlogik um zu beweisen, dass T' einen unend-
lichen Pfad von der Wurzel aus besitzt.
Hinweis: Zeigen Sie zunéchst, dass T beliebig lange Pfade von der Wurzel aus besitzt.

AU gabe 18 ..o
Bearbeiten Sie die folgenden Teilaufgaben!

(a) Uberpriifen Sie mittels Makierungsalgorithmus, ob die unten angegebene Folgerung gilt.
p1 A (p2V =p3V ps) A (mp1Vps) A(=p3 V pa) A (=p1 Vp2) Ik ps
(b) Uberpriifen Sie mittels Makierungsalgorithmus, ob die folgende Formel eine Tautologie ist.

(P1 A—p2 Ap3) V (pa A—p1) V (P2 A —pa) V mpa V pa

Aufgabe 14 ..
Bearbeiten Sie die folgenden Teilaufgaben!

(a) Uberpriifen Sie mittels SLD-Resolution, ob die unten angegebene Folgerung gilt.
p1 A (mp1V =p2 Vpa) A(=p1Vps V —pa) A(ps V —p3) A (mp2 V ps V —pe) IF —p2 V (pa A ps)
(b) Uberpriifen Sie mittels SLD-Resolution, ob die folgende Formel eine Tautologie ist.

(P2 A=p1 Ap3) V (pa Ap1 Ap3) V (—pa Apr Ap2) V —p3 V —pa

Aufgabe 15 ...
Leiten Sie die folgenden Aquivalenzen her, Sie kénnen die Aquivalenzen auf Folie 5.13 verwenden.

(a) a—b=-b— —a
(b) aV(aAb)=a
(¢) a—= L=a

Aufgabe 16 ... ..o
Sei A eine endliche Menge. Der Wahrheitswertebereich B4 hat die Form (24,C, —o A, =3 A) mit
—Ba(X) = A\X und — Ba(X,Y) = (A\X) UY. Zeigen Sie, dass natiirliches Schliefien fiir jeden

Wahrheitswertebereich B4 korrekt ist. Hinweis: Fiihren Sie die Korrektheit fiir Wahrheitswertebe-
reiche der Form B4 auf die Korrektheit fiir den Boole’schen Wahrheitswertebereich zuriick.

AU gabe 17 .
Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen!

(a) Aus T Iy ¢ folgt T' Ik, —¢ fiir jeden Wahrheitswertebereich W.
(b) Es gibt eine Menge aussagenlogischer Formeln I" und eine Formel ¢ mit T' - ¢ und T' - —¢.
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(¢) Angenommen, es gibe eine aussagenlogische Formel ¢ mit @ F ¢ und @ F —¢. Dann ist jede
aussagenlogische Formel ein Theorem.

AU gabe 18 ..
Der Schnitt zweier B-Belegungen Bj, By sei By N By, wobei By N Ba(pi) = min(Bi(p;), B2(p;)) fir
alle atomarenFormeln p;.

(a) Zeigen Sie, dass Belegungen, die Horn-Formeln erfiillen unter Schnitt abgeschlossen sind, dass
also fiir jede Horn-Formel ¢ und B-Belegungen Bj, By gilt: Wenn B;(¢) = 1 und Ba(¢) = 1,
dann auch By N By(¢) = 1.

(b) Verwenden Sie Aufgabenteil (a) um zu zeigen, dass ¢ = —(p1 A p2) — (p3s V ps)) keine Horn-
Formel ist.

AU gabe 10 ..o
Seien z,y, z Variablen, P ein einstelliges Relationssymbol, @) ein zwei-stelliges Relationssymbol, a ein
null-stelliges Funktionssymbol und f ein einstelliges Funktionssymbol. Geben Sie die freien Variablen
der folgenden Formeln an. Welche der Formeln sind Sétze?

(a) Vo : Q(z,z) = Iz : Q(x,y)
(b) P(f(x)) = 3z : P(x)

(c) P(a)V P(f(a))

(d

Aufgabe 20 ... ..o
Sei X = {z1,...,x,} eine endliche, nicht-leere Menge von Variablen und E/ eine endliche Signatur
mit Relationen Ry, ..., R,, Funktionen fi,..., fx und ar entsprechende Stelligkeitsfunktion. Wir kon-
nen die Menge PL(X) der pridikatenlogischen >'-Formeln mit Variablen aus X als eine formale
Sprache iiber dem Alphabet > = {1,A,V,—,—,(,),3,V,=} U {,} UX U auffassen. Geben Sie
eine kontextfreie Grammatik fiir PL(X) an.

AULgabe 2 ... .
Geben Sie fiir jedes der folgenden Graphenpaare G1, G2 einen pradikatenlogischen Satz an, sodass
G'1 Modell fiir diese Formel ist, G2 aber nicht.

(a)

(b)

X -
A
A A
N oK

AU gabe 22 .. e
Sei I' die Signatur bestehend aus einem zwei-stelligen Relationssymbol €. Fiir eine Menge von Mengen
M definieren wir die Struktur S mit Us = M und €°=c. Geben Sie fiir jede der folgenden Aussagen
eine Formel an, die diese beschreibt.

(a) Es gibt eine Menge, die keine Menge enthélt.
(b) Fiir alle Mengen A , B gibt es eine Menge, die genau A und B enthilt.

(c) Fiir jede Menge A gibt es eine Menge B, die genau die Elemente der Elemente der Menge A
enthélt.
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Aufgabe 28 ..
Sei T" die Signatur bestehend aus einem zwei-stelligen Relationssymbol E. Fiir einen (gerichteten)
Graphen G = (V, E) definieren wir dann die Struktur G mit V = Ug und E = EY. Welche der
folgenden Aussagen sind sind wahr? Begriinden Sie Ihre Aussage!

(a) {FxFy3z: (E(z,y) N E(y,2) AN E(z,x))} ist erfillbar.

(b) {FaVy : E(x,y)} ist erfiillbar, aber nicht allgemeingiiltig.

(c) {VaVy: (E(z,y) = ~E(y,x))} IF VaVy : (E(z,y) N E(y,x) = z=1y)
(d) {Vavy: (E(z,y) vV E(y,x))} I 323y : (E(2,y) A~z =y)

AU gabe 24 ..
Vervollstdandigen Sie die unten aufgefithrte Deduktion, indem Sie die verwendeten Regeln angeben
und gege-benenfalls temporare Hypothesen kenntlich machen. Welche syntaktische Folgerung wird
durch die Deduktiongezeigt?

Aufgabe 25 ..
Sei Y eine Signatur mit dem zweistelligen Funktionssymbol f. Zeigen Sie durch Angabe einer geeigne-
ten Deduktion, dass fiir beliebige Y -Terme 1, so, {1, to gilt: {s1 = t1,82 =t} F f(s1,82) = f(t1,t2).

AU gabe 26 ... ... e
Geben Sie fiir die folgenden (inkorrekten) Ableitungen je einen fehlerhaften Ableitungsschritt an.
Begriinden Sie!

[z = a]!
(a)  3Jz(z=a) Vo(x = a) (V-I)l
Va(z = a) e
Vy(Ply, )"
(b) JaVy(P(z,y)) oy ot
Vy(P(y,y)) = FaVy(P(z,y))
Ba(P(2)))? [P(2)]! .
P(X) 50
() (%D
Va(P(x)) (o))

A gabe 2
Wir betrachten die Formelmenge I' = {3BVC(—-C € B),YAYB3IC(A€ CAB € CAVD(D € C —
C = Av C = B))} und die Formel ¢ = 3C3IBYA(-A € B A B € C) fiir die Signatur, die nur
das zweistellige Relationssymbol € enthilt. Zeigen Sie, dass I' F ¢ gilt indem Sie eine Deduktion
angeben.

AU gabe 28 ..
Geben Sie zum Beweis des Korrektheitslemmas fiir das natiirliche Schliefen in der Priadikatenlogik
den Induktionsschritt fiir den Fall (3 — I) an.

Aufgabe 29 ... .
In dieser Aufgabe betrachten wir Mengen von Schliefregeln. Wir sagen, dass eine Menge von R von
Schliefsregeln verifizierbar ist, wenn es entscheidbar ist, ob in einer Deduktion ausschliefilich Regeln
aus R verwendet wurden. Beispielsweise sei R,,; die Menge der Regeln des natiirlichen Schliefsens.
In der Vorlesung haben wir bereits gesehen, dass R, verifizierbar ist.

Begriinden Sie jeweils kurz, dass Thre Regelmenge die entsprechenden Eigenschaften hat. Geben Sie
je eine Mengen von Schliefiregeln an, die

(a) nicht vollstindig, aber korrekt und verifizierbar ist.

(b) vollstandig, nicht korrekt, aber verifizierbar ist.
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(c) vollstdndig und korrekt, aber nicht verifizierbar ist.

Aufgabe B0 ... ..o
Wir betrachten die folgenden Sachverhalte:

e Vorlesungen werden von genau einem Professor gehalten.

e Studierende kénnen Vorlesungen besuchen.

e Studierende kénnen den Vortragsstil eines Professors mogen.

e Fin Studierender besucht eine Vorlesung genau dann, wenn er den Vortragsstil des Professors
mag.

e Jedes Objekt ist entweder ein Studierender, ein Professor oder eine Vorlesung, aber nicht Meh-
reres davonzugleich.

Bearbeiten Sie die folgenden Teilaufgaben!

(a) Formalisieren Sie die angegebenen Sachverhalte in der Priadikatenlogik. Verwenden Sie dazu
einstellige Relationssymbole P(rofessor), S(tudierender), V(orlesung) und zweistellige Relati-
onssymbole H (alt die Vorlesung), M (ag den Vortragsstil), B(esucht die Vorlesung). Formalisie-
ren Sie insbesondere auch zwischen welchen Objekten die Beziehungen H,M und B bestehen
konnen.

(b) Wir sagen, dass zwei Objekte 01 und o0y dquivalent sind (in Zeichen 0 ~ 03), wenn sie gleich sind
oder vom gleichen Professor gehalten werden. Weisen Sie nach, dass die resultierende Relation
~ unter den gegebenen Voraussetzungen eine Kongruenz ist.

Aufgabe B ... .
Sei Y eine Signatur mit einem zweistelligen Relationssymbol E. Im Folgenden verstehen wir ) -
Strukturen G als unter Umstéinden unendliche, gerichtete Graphen G = (Ug, E).

(a) Geben Sie fiir jedes n € N eine Formel ¢,, an, sodass 9, die Klasse der Graphen axiomatisiert,
in denen es einen Pfad der Léange n gibt.

(b) Geben Sie eine unendliche Formelmenge ¢ an, sodass G I+ ¥ die Klasse der Graphen axiomati-
siert, in denen es beliebig lange Pfade gibt.

(¢c) Zeigen Sie mithilfe des Kompaktheitssatzes der Pradikatenlogik, dass es keinen Y -Satz 1 gibt,
der die Klasse der Graphen axiomatisiert, die nicht beliebig lange Pfade besitzen.
Hinweis:Nehmen Sie an, dass es so einen Satz v gibt und leiten Sie aus der Unerfiillbarkeit von
¢ U {¢} mittels Kompaktheitssatz einen Widerspruch her.

AU gabe B2 .. e
Sei f ein einstelliges Funktionssymbol und R ein zweistelliges Relationssymbol. Weiterhin sei

¢ = ~Jx(R(z, f(z)) AVy3z(R(y, z)))

(a) Berechnen Sie eine Formel ¢; in Prianexform, die dquivalent ist zu ¢.

(b) Berechnen Sie eine Formel v, in Skolemform, die erfiillbarkeitsiquivalent ist zu ¢.

AULgabe B3 ..
Der Algorithmus zur Berechnung der Skolemform liefert fiir die Formel 3x : P(x) das Ergebnis P(a)
mit einer neuen Konstanten a. Zeigen Sie, dass diese beiden Formeln nicht dquivalent sind.

AU gabe B4 ...
Sei > die Signatur mit dem zweistelligen Relationssymbol R, der Konstante a und dem zweistelligen
Funktionssymbol g. Gegeben sei weiterhin die folgende Formel: ¢ = VaVy : (R(z, g(z,y)) V R(z,a) A
(=R(y,x) V R(y,g(x,y)))). Geben Sie jeweils mindestens zwei Elemente des Herbrand-Universums
und der Herbrand-Expansion an.

Aufgabe 35 ... .
Sei Y die Signatur mit dem zweistelligen Relationssymbol R und den Konstanten a und b. Betrachten
Sie die folgende Formel ¢ = VaVy : (R(a,b) A (R(z,z) — R(a,y)) A —R(y,a)).

(a) Berechnen Sie die Herbrand-Expansion E(¢p).
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(b) Uberpriifen Sie, ob E(y) aussagenlogisch erfiillbar ist.

AUfgabe 36 .. ... .
Sei Y die Signatur mit dem einstelligen Relationssymbol P, der Konstante a und den einstelligen
Funktionssymbolen f und g. Betrachten Sie die Formel ¢ = Va : (P(a) A (P(x) — P(f(x))) A
—P(g(x))). Weiterhin sei A eine Struktur mit

e Ua=0Q,

o PA=N\{0},

o a4 =1,

e fA(n) =n+1 fiir alle n € Q und

e g4(n) =0 fiir alle n € Q.

Dann kann leicht A I+ ¢ gezeigt werden. Konstruieren Sie aus A eine Herbrand-Struktur B, welche
ebenfalls Modell fiir ¢ ist.
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