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4 Probleme natiirlicher Sprache was sind Formeln?
NATURLICHES SCHLIESSEN NATURLICHES SCHLIESSEN
. . n
Bezeichnungen in Formeln (V,—; @) statt ...
NATURLICHES SCHLIESSEN NATURLICHES SCHLIESSEN
(A, ¢i) statt ... (p <> ) statt ...
NATURLICHES SCHLIESSEN NATURLICHES SCHLIESSEN
Prazedenz der Operatoren triviale Deduktion
NATURLICHES SCHLIESSEN NATURLICHES SCHLIESSEN

Konjunktionseinfithrung Konjunktionselimination



1. Alle atomaren Formeln und _L sind Formeln.
2. Falls ¢ und ¢ Formeln sind, sind auch (¢ A

), (o AN)(p — ¥)und —~pFormeln.
3. Nichts ist Formel, was sich nicht mittels der obi-

gen Regeln erzeugen 1afit.

(Vi ¢ statt (..((p1 V 02) Vos) V.oV on)

(¢ & 9) statt (9 = L) A (¢ = ¢))

Aus der Annahme der Aussage ¢ folgt ¢ unmittelbar.
 mit Hypothesen {¢} und Konklusion ¢.

Ist D eine Deduktion von ¢ A 1 mit Hypothesen aus
I, so ergeben sich die folgenden Deduktionen von ¢
bzw. von 1 mit Hypothesen aus I':

PAY
©

PAY
(0

(/\El)

(/\Ez)

1. Zuordnung von Wahrheitswerten zu Aussagen ist
problematisch.

Natiirliche Sprache ist oft schwer verstandlich.
Natiirliche Sprache ist mehrdeutig.

4. Natiirliche Sprache hiangt von Kontext ab.

LN

Falsum: L
Konjunktion: A
Disjunktion: Vv
Implikation: —
Negation: —

(AL, i) statt (..((p1 Ap2) Aps) Ao Apy)

e < bindet am schwéchsten
o —...

° V..

o A...

e — bindet am stérksten

Ist D eine Deduktion von ¢ mit Hypothesen aus I'
und ist E eine Deduktion von ¥ mit Hypothesen aus
T", so ergibt sich die folgende Deduktion von ¢ A 1
mit Hypothesen aus I':

® P

(AI)
eAY
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Disjunktionselimination Disjunktionseinfithrung
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Falsum reductio ad absurdum
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oder modus ponens
Ist D eine Deduktion von ¢ mit Hypothesen aus I
und ist E eine Deduktion von ¢ — 1 mit Hypothesen
aus I, so ergibt sich die folgende Deduktion von
mit Hypothesen aus I':

¥ » =P
P

(= E)

I
eV v

(\/12)

eV

Ist D eine Deduktion von = mit Hypothesen aus I"
und ist E eine Deduktion von ¢ mit Hypothesen aus
v, so ergibt sich die folgende Deduktion von L mit
Hypothesen aus I':

P P

T (-E)

Ist D eine Deduktion von L mit Hypothesen aus
I'U{—¢}, so ergibt sich die folgende Deduktion von ¢
mit Hypothesen aus I':

(=]
=W

Fiir alle Formeln ¢ und v gilt {=(p VvV ¢)} IF = A —).

Ist D eine Deduktion von ¥ mit Hypothesen aus
T U {}, so ergibt sich die folgende Deduktion von
¢ — 1 mit Hypothesen aus I':

(]
Y

——— (=D
o=

oder Fallunterscheidung
Ist D eine Deduktion von ¢ V 1 mit Hypothesen aus
I', ist E eine Deduktion von ¢ mit Hypothesen aus
I'U {p}und ist F eine Deduktion von o mit
Hypothesen aus I' U {¢}, so ergibt sich die folgende
Deduktion von o mit Hypothesen aus I':

(VE)

Ist D eine Deduktion von L mit Hypothesen aus
T'U{p}, so ergibt sich die folgende Deduktion von —¢
mit Hypothesen aus I':

ex falso sequitur quodlibet
ausfithrlich: Ist D eine Deduktion von L mit
Hypothesen aus I', so ergibt sich die folgende
Deduktion von ¢ mit Hypothesen aus I':
1

KB (L)

Fiir eine Formelmenge I" und eine Formel ¢ schreiben
wir I' IF ¢ wenn es eine Deduktion gibt mit
Hypothesen aus I' und Konklusion ¢. Wir sagen "¢
ist eine syntaktische Folgerung von I'”.

Eine Formel ¢ ist ein Theorem, wenn & I ¢ gilt.
T I ¢ sagt (zunichst) nichts {iber den Inhalt der
Formeln in I' U {¢} aus, sondern nur iiber die
Tatsache, dass ¢ mithilfe des natiirlichen SchlieSens
aus den Formeln aus I' hergeleitet werden kann.
Ebenso sagt ”¢ ist Theorem” nur, dass ¢ abgeleitet
werden kann, iiber ”Wahrheit” sagt dieser Begriff
(zunéchst) nichts aus.
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SEMANTIK
zweiwertige Logik
SEMANTIK
Fuzzy-Logik
SEMANTIK

Heyting-Algebra

NATURLICHES SCHLIESSEN

Fiir jede Formel ¢ ist ¢V ...

SEMANTIK

Idee der Semantik
SEMANTIK

dreiwertige Logik
SEMANTIK

unendliche Boolesche Algebra

SEMANTIK

offen vs. nicht offene Teilmengen



Fiir jede Formel ¢ ist ¢ V = ein Theorem.
Beweis: Wir geben eine Deduktion mit Konklusion
o V =@ ohne Hypothesen an...

wenn man jeder atomaren Formel p; einen
Wahrheitswertzuordnet, so kann man den
Wahrheitswert jeder Formel berechnen.

Kleene-Logik K3 = {0, %,1}:
zusétzlicher Wahrheitswert ,,unbekannt” = %

Br= Menge der Teilmengen von R;
A C R ist ,,Menge der Menschen, die Aussage fiir
wahr halten”

offen: (0,1),Rs0,R\{0},R\N
nicht offen: [1,2), R>o,Q,N, {Z|n € N}, R\Q

Fiir jede Formel ¢ ist == — ¢ ein Theorem.

{=leAY)}IF—pV =y

Boolesche Logik B = {0,1}
Wahrheitswerte ,,wahr”=1 und ,,falsch”= 0

F = [0,1]: Wahrheitswerte sind ,,Grad der
Uberzeugtheit”

Hpr= Menge der offenen Teilmengen von R
Erinnerung: A C R offen, wenn
Va € Ade >0:(a—€,a+¢) C A, d.h. wenn A

abzéhlbare Vereinigung von offenen Intervallen (z,y)

ist.



SEMANTIK

W-Belegung

WAHRHEITSWERTEBEREICHE

reflexive Relation

WAHRHEITSWERTEBEREICHE

transitive Relation

WAHRHEITSWERTEBEREICHE

Schranken

WAHRHEITSWERTEBEREICHE

kleinste obere Schranke

WAHRHEITSWERTEBEREICHE

Definition: Sei W eine Menge und
R CW x W eine binare Relation.

WAHRHEITSWERTEBEREICHE

antisymmetrische Relation

WAHRHEITSWERTEBEREICHE

Ordnungsrelation

WAHRHEITSWERTEBEREICHE

obere Schranke

WAHRHEITSWERTEBEREICHE

untere Schranke



Sei W eine Menge und R C W x W binare Relation.

R ist reflexiv

R ist antisymmetrisch

R ist transitive

R ist eine Ordnungsrelation

R ist antisymmetrisch, wenn (a,b), (b,a) € R
impliziert, dass a = b gilt (fir alle a,b € W).

R ist eine Ordnungsrelation, wenn R reflexiv,
antisymmetrisch und transitiv ist. In diesem Fall
heifit das Paar (W, R) eine partiell geordnete Menge.

(W, <) partiell geordnete Menge, M C W und a € W
a ist obere Schranke von M, wenn m < a fir alle
m € M gilt

Sei (W, <) partiell geordnete Menge, M C W und
acW.
a ist untere Schranke von M, wenn a < m fiir alle
m € M gilt.

Sei W eine Menge von Wahrheitswerten.

Eine W-Belegung ist eine Abbildung B : V — W,
wobei V' C {po, p1, ...} eine Menge atomarer Formeln
ist.

Die W-Belegung B : V' — W pafit zur Formel ¢, falls
alle atomaren Formeln aus ¢ zu V gehoren.

R ist reflexiv, wenn (a,a) € R fir alle a € W gilt.

R ist transitive, wenn (a,b), (b,c) € R impliziert, dass
(a,c) € R gilt (fir alle a,b,c € W).

(W, <) partiell geordnete Menge, M C W und a € W

a ist obere Schranke von M, wenn m < a...

a ist kleinste obere Schranke oder Supremum...
a ist untere Schranke von M, wenn a < m...

a ist groBite untere Schranke oder Infimum...

(W, <) partiell geordnete Menge, M C W und a € W
a ist kleinste obere Schranke/Supremum von M,
wenn a obere Schranke von M ist und wenn a < b fiir
alle oberen Schranken b von M gilt. Wir schreiben in
diesem Fall a = sup M.

z.B. (W, <) mit W = R und < {ibliche Ordnung auf R

e dann gelten sup[0, 1] = sup(0, 1) = 1.
e sup W existiert nicht (W keine obere Schranke)



WAHRHEITSWERTEBEREICHE WAHRHEITSWERTEBEREICHE

grofite untere Schranke (vollstindiger) Verband
WAHRHEITSWERTEBEREICHE WAHRHEITSWERTEBEREICHE
Wahrheitswertebereich (Tupel?) Boolesche Wahrheitswertebereich B
WAHRHEITSWERTEBEREICHE WAHRHEITSWERTEBEREICHE
Kleenesche Wahrheitswertebereich Wahrheitswertebereiche Fuzzy-Logik
WAHRHEITSWERTEBEREICHE WAHRHEITSWERTEBEREICHE

Boolesche Wahrheitswertebereich By Heytingsche Wahrheitswertebereich Hpy

WAHRHEITSWERTEBEREICHE WAHRHEITSWERTEBEREICHE

B(¢) € W jeder zu B passenden Formel

4 W-Folgerung



Ein (vollstdndiger) Verband ist eine partiell
geordnete Menge (W, <), in der jede Menge M C W
ein Supremum sup M und ein Infimum inf M hat.

In einem Verband (W, <) definieren wir:

o Oy =inf W und lyy =sup W
o a Aw b =inf{a,b} und a Vi b = sup{a,b} fur
a,beW

In jedem Verband (W, <) gelten Oy = sup & und
1y =inf @ (denn jedes Element von W ist obere
und untere Schranke von @).

Der Boolesche Wahrheitswertebereich B ist definiert
durch die Grundmenge B = {0, 1}, die natiirliche
Ordnung < und die Funktionen —g(a) =1 — a,

B (a,b) = max(b,1 — a). Hier gelten:

o OB = 0, 1B = 1,
e a Apb=min(a,b), a Vg b= maz(a,b)

Der Wahrheitswertebereich F der Fuzzy-Logik ist
definiert durch die Grundmenge F = [0,1] C R mit
der natiirlichen Ordnung < und durch die Funktionen
-r(a) =1—a, =F (a,b) = maz(b,1 — a). Hier
gelten:

e 0p=0,1p=1
e a Apb=min(a,b), a Vg b=max(a,b)

Der Heytingsche Wahrheitswertebereich Hp ist
definiert durch die Grundmenge
Hyr = {A C R|A ist offen}, die Ordnung C und durch
die Funktionen -y, (4) = Inneres(R\A),
—up (A, B) = Inneres(BUR\A). Hier gelten:

o O, =, 1HR:R
OA/\HRB:AQB,A\/HRB:AUB
o Inneres(A) ={a € A|Fe >0: (a—e,a+e) C A}

Sei W ein Wahrheitswertebereich. Eine Formel ¢
heifit eine W-Folgerung der Formelmenge I, falls fir
jede W-Belegung B, die zu allen Formeln aus I' U {¢}
paBt, gilt: inf{B(y)|y € '} < B(¢)
Wir schreiben I' IF W ¢, falls ¢ eine W-Folgerung von
I ist.
Bemerkung: Im Gegensatz zur Beziehung I' - ¢, d.h.
zur syntaktischen Folgerung, ist I' IF W ¢ eine
semantische Beziehung.

Sei (W, <) partiell geordnete Menge, M C W und
aeW.

a ist grofite untere Schranke oder Infimum von M,
wenn a untere Schranke von M ist und wenn b < a
fiir alle unteren Schranken b von M gilt. Wir
schreiben in diesem Fall a = inf M.

Ein Wahrheitswertebereich ist ein Tupel
(W, <, — W, =W), wobei (W, <) ein Verband und
—W:W? > W und =W : W — W Funktionen
sind.

Der Kleenesche Wahrheitswertebereich K3 ist
definiert durch die Grundmenge K3 = {0, 3,1} mit
der natiirlichen Ordnung < und durch die Funktionen
“i;(a) =1—a, =k, (a,b) = max(b,1 — a). Hier
gelten:

o i, =0, 1g, =1
e a Ak, b=min(a,b), a Vg, b =mazx(a,b)

Der Boolesche Wahrheitswertebereich By ist definiert
durch die Grundmenge Br = {A|A C R} mit der
Ordnung C und durch die Funktionen

-p,(A4) =R\A, —p, (4, B) = BUR\A. Hier gelten:

° OBRZQ, 1BR:R
L A/\BRB:AQB,A\/BRB:AUB

W Wahrheitswertebereich und B W-Belegung. Uber
Formelaufbau definieren wir Wahrheitswert
B(¢) € W jeder zu B passenden Formel ¢:

o B(L)=0w

o B( ) = B(p) falls p eine atomare Formel ist
o B((6A)) = B9) Aw Bw)

« Bl(6 v 4)) = B(6) v B)

o B((¢ = ) == W(B(¢), B())

o B(-¢) = (B(¢))



WAHRHEITSWERTEBEREICHE

W-Tautologie

WAHRHEITSWERTEBEREICHE

@ lhw &V =6

WAHRHEITSWERTEBEREICHE

{6} IFw = — L gilt fiir
Wahrheitsbereiche...

WAHRHEITSWERTEBEREICHE

Theorem

WAHRHEITSWERTEBEREICHE

(semantische) W-Folgerung

WAHRHEITSWERTEBEREICHE

Iy == — ¢ gilt fiir
Wahrheitsbereiche...

WAHRHEITSWERTEBEREICHE

{—¢ — L} IFw ¢ gilt fiir
Wahrheitsbereiche...

WAHRHEITSWERTEBEREICHE

syntaktische Folgerung

WAHRHEITSWERTEBEREICHE

W-Tautologie

KORREKHEIT

Frage der Korrektheit



BvBR

BvBR7K37F

I' - ¢ syntaktische Folgerung

W-Tautologie = ,,wird immer zu 1y ausgewertet”

Konnen wir durch mathematische Beweise zu
falschen Aussagenkommen? Koénnen wir durch das
natiirliche Schlieflen zu falschen Aussagen kommen?
Existiert eine Menge I' von Formeln und eine Formel
@ mit I' - ¢ und T Iy @7 Fiir welche
Wabhrheitswertebereiche W?
Fiir welche Wahrheitswertebereiche W gilt

F'Fp=TkFwop

bzw. ¢ ist Theorem = ¢ ist W-Tautologie?

Eine W-Tautologie ist eine Formel ¢ mit @ IF W¢,

d.h. B(¢) = 1w fiir alle passenden W-Belegungen B

(denn inf{B(y)|y € @} = inf@ = 1y).

B, B

BvBR7K37F7HR

Theorem = ,,hypothesenlos ableitbar”

[ IFw ¢ (semantische) W-Folgerung



KORREKHEIT

Korrektheitslemma fur nat. Schlief3en
& Wahrheitswertebereich B

KORREKHEIT

Jedes Theorem ist eine B-Tautologie?

KORREKHEIT

Jedes Theorem ist eine Bg-Tautologie?

KORREKHEIT

Korrektheitssatz fiir nat. Schlieflen &
Wahrheitswertebereich Hp

KORREKHEIT

Deduktion von Thermen ohne
Hypothesen mit (raa)

KORREKHEIT

Korrektheitssatz fur natiirliches
Schliefien & Wahrheitswertebereich B

KORREKHEIT

Korrektheitssatz fur natiirliches
Schlieen & Wahrheitswertebereich By

KORREKHEIT

Korrektheitslemma fur nat. Schlief3en
& Wahrheitswertebereich Hy

KORREKHEIT

Jedes (raa)-frei herleitbare Theorem ist
eine Hi-Tautologie?

VOLLSTANDIGKEIT

Frage der Vollstandigkeit



Fiir jede Menge von Formeln I und jede Formel ¢
gt T'Fop=TFp e
Beweis: Wegen I' I ¢ existiert eine Deduktion D mit
Hypothesen in I" und Konklusion ¢. Nach dem
Korrektheitslemma folgt T' 5 .

Fiir jede Menge von Formeln I' und jede Formel ¢
gilt I' - ¢ = I' g, ¢. Definition

Sei D eine Deduktion mit Hypothesen in der Menge
I' und Konklusion ¢, die die Regel (raa) nicht
verwendet. Dann gilt I" kg, .

wahr

Konnen wir durch mathematische Beweise zu allen
korrekten Aussagen kommen? Koénnen wir durch das
natiirliche Schlieen zu allen korrekten Aussagen
kommen?

Existiert eine Menge I' von Formeln und eine Formel
@ mit I' by o und T' 1/ 7 Fiir welche
Wahrheitswertebereiche W7 Fiir welche

Wahrheitswertebereiche W gilt I' Fyr ¢ = I' - ¢ bzw.

@ ist W-Tautologie = ¢ ist Theorem?

Sei D eine Deduktion mit Hypothesen in der Menge
I' und Konklusion . Dann gilt I' g ¢, d.h.
inf{B(7v)|y € T'} < B(yp) fir alle passenden

B-Belegungen B.

wahr

wahr

Fiir jede Menge von Formeln I' und jede Formel ¢
gilt I' - ¢ ohne (raa) = T'Fpy, ¢

Jede Deduktion der Theoreme —=—p — ¢ und ¢ V —p
ohne Hypothesen verwendet (raa).



VOLLSTANDIGKEIT

Konsistente Mengen

VOLLSTANDIGKEIT

Maximal konsistente Mengen

VOLLSTANDIGKEIT

Sei A maximal konsistent und gelte
AF oy

ERFULLBARE MENGEN

I' heif3t erfiillbar, wenn

ERFULLBARE MENGEN

VOLLSTANDIGKEIT

Lemma konsistente Menge

VOLLSTANDIGKEIT

Satz maximal konsistene Menge

VOLLSTANDIGKEIT

Sei A maximal konsistent und ¢ Formel

ERFULLBARE MENGEN

Delta maximal konsistente Menge

ERFULLBARE MENGEN

TIFWe=..



Sei I' eine Menge von Formeln und ¢ eine Formel.
Dann gilt T' I/ ¢ < T' U {—¢} konsistent.

Jede konsistente Formelmenge I' ist in einer maximal
konsistenten Formelmenge A enthalten.

Sei A maximal konsistent und ¢ Formel. Dann gilt
pE€A S peA.

Sei A eine maximal konsistente Menge von Formeln.
Dann ist A erfiillbar.

Sei W einer der Wahrheitswertebereiche B, K3, F, Hr
und Bg, I eine Menge von Formeln und ¢ eine
Formel. Dann gilt I' IF Wy = T' I Bop.

Sei I' eine Menge von Formeln. IT" heifit inkonsistent,
wenn ' - L gilt. Sonst heifit I' konsistent.

Eine Formelmenge A ist maximal konsistent, wenn
sie konsistent ist und wenn gilt ,,>" O A konsistent

= > =A".

Sei A maximal konsistent und gelte A F ¢. Dann gilt
p e A.

Sei I' eine Menge von Formeln. T' heifit erfillbar,
wenn es eine passende B-Belegung B gibt mit
B(y) = 1p fiir alle y € T".

Die Erfiillbarkeit einer endlichen Menge I ist
entscheidbar (NP-vollsténdig)

Sei I' eine Menge von Formeln und ¢ eine Formel.
Dann gilt T ¥ g ¢ < T'U {—¢} erfiillbar.



ERFULLBARE MENGEN VOLLSTANDIGKEIT UND KORREKTHEIT

Vollstandigkeitssatz Satz I'-p < lkg @
ENTSCHEIDBARKEIT VOLLSTANDIGKEIT UND KORREKTHEIT
Satz Menge der Theoreme Aquivalenzen und Theoreme
VOLLSTANDIGKEIT UND KORREKTHEIT VOLLSTANDIGKEIT UND KORREKTHEIT
Liste der Aquivalenzen 1/2 Liste der Aquivalenzen 2/2
VOLLSTANDIGKEIT UND KORREKTHEIT VOLLSTANDIGKEIT UND KORREKTHEIT

Zusammenhang zw. Theoremen und

. « ist Theorem < o= -1
Aquivalenzen

KOMPAKTHEITSATZES KOMPAKTHEITSATZES

Kompaktheit Kompaktheits- oder Endlichkeitssatz



Seien I' eine Menge von Formeln und ¢ eine Formel.
Dann gilt

'FpeTlkpe

Insbesondere ist eine Formel genau dann eine
B-Tautologie, wenn sie ein Theorem ist.

e gilt fiir jede ,,Boolesche Algebra”, z.B. Br
o I' F ¢ ohne (raa) & I' Iy, ¢ (Tarksi 1938)

Zwei Formeln « und f heien dquivalent (a = ),
wenn fiir alle passenden B-Belegungen B gilt:

B(e) = B(p).

Es gelten die folgenden Aquivalenzen:

(p1 A =p1) Vp2 = p2
P11 =P1

piA—pr =1
p1V-p =L

. D1 —+p2="P1VDp2

T o

Bemerkung: Mit den iiblichen Rechenregeln fiir
Gleichungen konnen aus dieser Liste alle giiltigen
Aquivalenzen hergeleitet werden.

Sei v eine Formel. Dann gilt « ist Theorem
Sa=-1.

Sei I' eine u.U. unendliche Menge von Formeln. Dann

gilt " unerfillbar < 3T C T endlich: IV unerfiillbar

Sei I' eine Menge von Formeln, ¢ eine Formel und W

einer der Wahrheitswertebereiche B, K3, F', Bg und
Hp. Dann gilt 'k o = T' F .
Insbesondere ist jede W-Tautologie ein Theorem.

Satz: die Menge der Theoreme ist entscheidbar.

Es gelten die folgenden Aquivalenzen:

p1Vp2=p2Vpr
(p1Vp2)Vps=p1V(p2Vps)

p1V (p2 Ap3) = (p1 Vp2) A(p1Vps3)
- 2(p1Vp2) = p1 A p2

-D1VpLi =D

T w0

Bemerkung: Mit den iiblichen Rechenregeln fiir
Gleichungen konnen aus dieser Liste alle giiltigen
Aquivalenzen hergeleitet werden.

Seien « und g zwei Formeln. Dann gilt
a =< (a+ p) ist Theorem.

Sei I' eine u.U. unendliche Menge von Formeln und ¢

eine Formel mit T" IFg . Dann existiert IV C T
endlich mit IV I .



KOMPAKTHEITSATZES

Farbbarkeit

KOMPAKTHEITSATZES

Parkettierungen Idee

KOMPAKTHEITSATZES

Kachelsystem Satz

ERFULLBARKEIT

Hornklausel

ERFULLBARKEIT

Markierungsalgorithmus

KOMPAKTHEITSATZES

Sei G = (N, E) ein Graph

KOMPAKTHEITSATZES

Kachelsystem Definition

ERFULLBARKEIT

Erfiillbarkeitsproblem

ERFULLBARKEIT

Hornformel

ERFULLBARKEIT

Terminierung endlicher Meng
Hornklauseln

€ von



Sei G = (N, E) ein Graph. Dann sind dquivalent

1. G ist 3-farbbar.
2. Fiir jede endliche Menge W C N ist G [w 3-
farbbar.

Ein Kachelsystem besteht aus einer endlichen Menge
C von ,,Farben” und einer Menge K von Abbildungen
{N,0,S8,W} — C von ,,Kacheln”.

Eine Kachelung von G C Z x Z ist eine Abbildung

f:G— K mit
o f(i,5)(N) = f(i,j + 1)(5) fiir alle (i,4), (i, +
1)eG
o f(i,5)(0) = f(i +1,5)(W) fiir alle (,7), (i +
Lj)eG

Eingabe: Formel T’
Frage: existiert eine B-Belegung B mit B(I') = 1p.

Eine Hornformel ist eine Konjunktion von
Hornklauseln.

Sei I' endliche Menge von Hornklauseln. Dann
terminiert der Markierungsalgorithmus mit dem
korrekten Ergebnis.

Ein Graph ist ein Paar G = (V, E) mit einer Menge
Vud EC () ={X CV:|VIF2} Fiit W C V sei
Glw=W,EN (VQV)) der von W induzierte Teilgraph.

Der Graph G ist 3-farbbar, wenn es eine Abbildung
f:V —={1,2,3} mit f(v) # f(w) fir alle {v,w} € E.

Bemerkung: Die 3-Férbbarkeit eines endlichen
Graphen ist NP-vollstandig

Gegeben ist eine Menge von quadratischen Kacheln
mit gefarbten Kanten. Ist es moglich, mit diesen
Kacheln die gesamte Ebene zu fiillen, so dass
aneinanderstoflende Kanten gleichfarbig sind?

Sei K ein Kachelsystem. Es existiert genau dann eine
Kachelung von Z x Z, wenn fiir jedes n € N eine
Kachelung von {(4,7) : |i|,]j| < n} existiert.

Eine Hornklausel hat die Form
(mLAp1t Aps A... App) — ¢ fiir n > 0, atomare
Formeln pq, po, ..., p, und g atomare Formel oder

q = L. In der Literatur auch:

o {—p1, P2, ..., Dn,q} fiir {p1,....,pn} — ¢ mit ¢q
atomare Formel

L4 {"phﬁp?? "'7"pn} fiir {ph apn} —- 1

e [ fir @ — 1, die ,,Jeere Hornklausel”

Eingabe: eine endliche Menge I' von Hornklauseln.

1. while es gibt in I" eine Hornklausel M — ¢, so
daf alle p € M markiert sind und g unmarkierte
atomare Formel ist = do markiere ¢ (in allen
Hornklauseln in T")

2. if T enthélt eine Hornklausel der Form M — 1,
in der alle p € M markiert sind then return
,,unerfiillbar” else return ,,erfillbar”



ERFULLBARKEIT

SLD-Resolution Definition

ERFULLBARKEIT

Lemma A: I' nicht erfiillbar

ERFULLBARKEIT

Satz Aquivalenz bei Hornklauseln

ERFULLBARKEIT

SLD-Resolution mit Tiefensuche

PRADIKATENLOGIK

aussagenlogische Formel daf jeder
Knoten einen Nachbarn hat

ERFULLBARKEIT

SLD-Resolution Beispiel
I'={{BH} - AK,{AK,BH} —
1. {RL,AK} - BH,& — RL,& — AK}

ERFULLBARKEIT

Lemma B: SLD Resolution existiert

ERFULLBARKEIT

SLD-Resolution mit Breitensuche

PRADIKATENLOGIK

aussagenlogische Formel dafl der Graph
eine Kante enthalt

PRADIKATENLOGIK

aussagenlogische Formel dafl der Graph
ein Dreieck enthalt



My ={AK,BH}

My = My\{BH} U{RL,AK} = {RL,AK}
My =M\{RL}U@ = {AK}
Ms=M\{AK}UZ =o

Sei I eine (u.U. unendliche) unerfiillbare Menge von
Hornklauseln. Dann existiert eine SLD-Resolution
(Mo — L,...,M,, — 1) aus I' mit M,, = 2.

e findet SLD-Resolution mit M,, = @ (falls sie
existiert), da Baum endlich verzweigend ist (d.h.
die Niveaus sind endlich)

e hoher Platzbedarf, da ganze Niveaus abgespe-
ichert werden miissen (in einem Bindrbaum der
Tiefe n kann es Niveaus der Groe 2™ geben)

Die aussagenlogische Formel \/,_; ;g ¢;,; sagt aus,
daB der Graph eine Kante enthilt.

Die aussagenlogische Formel

vlgi,j,kSQ verschieden Pii /N Pik N\ Pk,i sagt aus, daB
der Graph ein Dreieck enthilt.

Sei I' eine Menge von Hornklauseln. Eine
SLD-Resolution aus I ist eine Folge
(Mg — L, My — L,..., M,, — 1) von Hornklauseln
mit

o (Mo — J_) el
o fiir alle 0 < n < m existiert (N — ¢) € T’ mit
q € M, und My,11 = M\{qg}UN

Sei T eine (u.U. unendliche) Menge von Hornklauseln
und (Mo — L, My — L, .... M,, — 1) eine
SLD-Resolution aus I' mit M,,, = @. Dann ist I' nicht
erfiillbar.

Sei I eine (u.U. unendliche) Menge von
Hornklauseln. Dann sind dquivalent:

1. T ist nicht erfiillbar.
2. Es gibt eine SLD-Resolution (My — L, M; —
L, M, — 1) aus I’ mit M, = 2.

e geringerer Platzbedarf (in einem Bindrbaum der
Tiefe n hat jeder Ast die Lange < n)

e findet existierende SLD-Resolution mit M,,, = &
nicht immer

Die aussagenlogische Formel A, ;g V;<;<q ¥i,; Sagt
aus, dafl jeder Knoten einen Nachbarn hat
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Kodierung in einer ,,Struktur” aus
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Menge der Variablen
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Definition atomarer > -Formeln
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Definition der freien Variablen
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S -Struktur mit Ug = {()}
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Definition Signatur
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Menge der > -Terme
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Definition ) -Formeln
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Definition ) -Struktur

PRADIKATENLOGIK

A ist Modell von ¢



Eine Signatur ist ein Tripel > = (Q, Rel, ar), wobei
Q und Rel disjunkte Mengen von Funktions- und
Relationsnamen sind und ar : Q U Rel — N eine

Abbildung ist.

Sei ) eine Signatur. Die Menge Tx~ der ) -Terme ist
induktiv definiert:

1. Jede Variable ist ein Term, d.h. Var C T~

2. ist f € Q mit ar(f) = k und sind ¢4, ..., 1, € Ty,
so gilt f(t1,...,tx) € T

3. Nichts ist > -Term, was sich nicht mittels der
obigen Regeln erzeugen 1af3t.

1. Alle atomaren ) -Formeln sind } -Formeln.

2. Falls ¢, U > -Formel, auch (¢ A ¥),(p V ¥) und
(¢ — @) > -Formeln.

3. Falls ¢ > -Formel, auch —¢ > -Formel.

4. Falls ¢ > -Formel und = € Var, so sind auch
Vze und Jze Y -Formeln.

5. Nichts Y -Formel, aufler mittels obigen Regeln

Sei > eine Signatur. Eine Y -Struktur ist ein Tupel
A= (Ua, (f*)seq; (R*) reRer), wobei

e U4 eine nichtleere Menge, das Universum,

e R4D UZT(R) eine Relation der Stelligkeit ar(R)
fiir R € Rel und

o A Uzr(f) — Uy eine Funktion der Stelligkeit
ar(f) fir f € Q ist.

Sei > eine Signatur, ¢ eine Y -Formel, A eine Menge
von »_-Formeln und A eine > -Struktur.

o AlF ¢ (A ist Modell von ¢) falls A Ik, ¢ fiir alle
Variableninterpretationen p gilt.
o AlFA falls Al U fir alle ¥ € A.

Grundmenge Teilmengen Relationen Funktion
Konstante

Die Menge der Variablen ist Var = {zg, 21, ...}.

Sei Y Signatur. Die atomaren ) -Formeln sind die
Zeichenketten der Form

o R(t1,ta,...,tx) falls t1,ta, ..., tx € TZ und R €
Rel mit ar(R) = k oder

o t1 =ty falls t1,t9 € Is~ oder

o |.

Menge FV (p) der freien Variablen einer Y -Formel ¢:

e Ist ¢ atomare Y -Formel, so ist F'V () die Menge
der in ¢ vorkommenden Variablen.

o FV(pW) = FV(p)UFV (D) fir O € {A,V,—}

o FV(~p) = FV(p)

o FV(3xzyp) = FV(Vzp) = FV(o)\{z}.

> -Formel ¢ geschlossen oder Y -Satz falls
FV(p) =0

Bemerkung: U = {()}.

e Also ist a® : U — U fiir a € Q mit ar(a) =0
vollstindig gegeben durch a“(()) € Ua. Wir be-
handeln 0-stellige Funktionen daher als Konstan-
ten.

e Weiterhin gilt R4 = @ oder R4 = {()} fiir R €
Rel mit ar(R) = 0.



