DEFINITION

DEFINITION

Alphabet Menge der endlichen Folgen

DEFINITION DEFINITION

Wort Induktiv w" definieren
DEFINITION DEFINITION

y,w sind Worter iiber » .
. rachen
Dann heif}t y: Sp

DEFINITION DEFINITION

Prafix Infix
DEFINITION DEFINITION

Suffix formale Sprachen




Fiir eine Menge X ist X* die Menge der endlichen
Folgen iiber X.
Beispiel: Elemente von

{a,b,c,d}x : (a,b,c), (), (a,c,d)...

Ein Alphabet ist eine endliche nichtleere Menge.
Ublicherweise heifen Alphabete hier SLTUA Ist Y
Alphabet, so nennen wir die Elemente oft
Buchstaben und die Elemente von »_ * auch Worter
iiber > (auch String/Zeichenkette).

w" =

e fallsn=0
wxw? 1 fallsn >0

Sind w = (a1, as, ...a,) und v = (by, by, ..., b,) Worter,
so ist u x v das Wort (a1, ag, ...an, b1,ba, ..., by ); es
wird als Verkettung/Konkatenation von u und v

bezeichnet. An Stelle von u * v schreibt man auch uwv.

f: Menge der moglichen Eingaben — Menge der
moglichen Ausgaben
Spezialfall A = 0,1 heifit Entscheidungsproblem. Sie
ist gegeben durch die Menge der Eingaben.

e Priifix/Anfangsstiick von w, wenn es z € Y " gibt
mit yz =w

e Infix/Faktor von w, wenn es x,z € > gibt mit
TYz =W

e Suffix/Endstiick von w, wenn es z € Y " gibt mit
Yy =w

Seien y,w Worter iiber Y. Dann heifit Infix/Faktor
von w, wenn es z,z € »_ % gibt mit xyz = w.

Seien y,w Worter tiber y . Dann heifit
Préfix/Anfangsstiick von w, wenn es z € > x gibt
mit yz = w.

Sei > ein Alphabet. Teilmengen von > % werden
formale Sprachen iiber ) genannt.
Eine Menge L ist eine formale Sprache wenn es ein
Alphabet > gibt, so dass L formale Sprache iiber
ist (d.h. L CY ).

Seien y,w Worter tiber Y . Dann heifit
Suffix/Endstiick von w, wenn es x € ) * gibt mit
Ty = w.




DEFINITION DEFINITION
Verkettung von Sprachen Kleene Abschluss
DEFINITION DEFINITION
Prioritatsregeln fiir Operationen .
g p Grammatik
auf Sprachen
DEFINITION DEFINITION
Ableitung einer Grammatik Wort ist Satzform
DEFINITION DEFINITION
erzeugte Sprache Chomsky-0
DEFINITION DEFINITION
Chomsky-1 Chomsky-2




Sei L eine Sprache. Dann ist L = J,,~, L™ der
Kleene-Abschluss oder die Kleene-Iteration von L.
Weiter ist LT = ;5o L"

(Lt =L+L=L"*L)

Sind L; und Lo Sprachen, so heifit die Sprache
LiLy = {w|3w; € Ly, w3 € Ly : w = wyjws} (auch
Ly x L) die Konkatenation oder Verkettung von L
und Ls.

erzeugen alle syntaktisch korrekten Sétze einer Sprache
Eine Grammatik G ist ein 4-Tupel G = (V, ", P, S) mit

e V endliche Menge von Nicht-Terminalen oder Variablen

e > ein Alphabet (Menge der Terminale) mit VN = &, kein
Zeichen ist Terminal und Nicht-Terminal

e PC (VU x(vUD))* ist eine endliche Menge von Regeln
oder Produktionen (Produktionsmenge)

e S € V ist das Startsymbol/ die Startvariable oder das Axiom

Jede Grammatik hat nur endlich viele Regeln

e Potenz/Iteration binden starker
als Konkatenation

e Konkatenation stéarker als
Vereinigung/Durchschnitt /Differenz

Ein Wort w € (V U >_)* heifit Satzform,
wenn es eine Ableitung gibt, deren letztes Wort w ist.

Sei G = (V,>_, P, S) eine Grammatik. Eine
Ableitung ist eine endliche Folge von Wértern
W, W1, W, .., Wy, Mit wog = W1 = Wy = ... = Wy

Jede Grammatik ist vom Typ 0 (Semi-Thue-System)
und wird auch als rekursiv-aufzdhlbar bezeichnet.

Die Sprache L(G) = w € > |S =¢ w aller
Satzformen aus Y. heifit von G erzeugte Sprache.

Eine Regel (I — r) heifit kontext-frei wenn
leVund re (VU )" gilt.
Eine Grammatik ist vom Typ 2,
falls sie nur kontext-freie Regeln enthélt

Eine Regel heifit kontext-sensitiv, wenn es Worter
u,v,w € (VUD)*, |v| > 0 und ein Nichtterminal
A €V gibt mit | = uAw und r = vvw. Eine
Grammatik ist vom Typ 1 (kontext-sensitiv) falls

e alle Regeln aus P kontext-sensitiv sind

e (S — ¢) € P die einzige nicht kontext-sensitive
Regel in P ist und S auf keiner rechten Seite einer
Regel aus P vorkommt




DEFINITION

Chomsky-3

BEWEISE

Es gibt einen Algorithmus, der als
Eingabe eine Typ-1-Grammatik G und
ein Wort w bekommst und nach
endlicher Zeit entscheidet ob w € L(G)
gilt.

DEFINITION

Deterministische endliche Automaten

DEFINITION

DFA mit Funktion ¢

DEFINITION

von einem DFA
akzeptierte Sprache ist

DEFINITION

Wann ist eine Sprache regular?

DEFINITION

ein nichtdeterministischer endlicher
Automat M

DEFINITION

Zu einem gegebenen NFA M definieren
wir die Funktion ¢ : P(Z) x >." — P(Z)

DEFINITION

die von einem NFA M
akzeptierte Sprache ist

SATZ

Sei > ein Alphabet und L C > " eine
Sprache. Dann sind dquivalent




1. w =€ Da G vom Typ 1 ist, gilt w € L(G) genau dann wenn
(S — €) € P. Dies kannn ein Algorithmus entscheiden
2. |w| > 1: Definiere einen gerichteten Graphen (W,E) wie folgt

e Knoten sind die nichtleeren Woérter iiber V U > der
Lange > |w| (insbes. S,w € W)
e (u,v) € E genau dann wenn u =g v

da kontext-sensitiv ist, gilt 1 = |ug| > |u1| > |uz| > ... >
|lun| = |wl, also u; € W f.a. 1 >4 > n. Also existiert Pfad
von S nach w im Graphen (W , E ), womit die Behauptung
bewiesen ist.

Eine Regl ist rechtslinear, wenn [ € V' und
r € >V Ue gilt. Eine Grammatik ist vom Typ 3
wenn sie nur rechtslineare Regeln enthalt.

Zu einem gegebenen DFA definieren wir die Funktion
§:Z xY." — Z induktiv wie folgt, wobei z € Z,
weS undae Y

o §(z,€) =2
e i(z,aw) =(6(z,a),w)
Der Zustand §(z, w) ergibt sich indem man vom
Zustand z aus dem Pfad folgt der mit w beschriftet
ist.

ein deterministischer endlicher Automat M ist ein
5-Tupel M = (Z,>", 20,6, E)

Z eine endliche Menge von Zustanden

> das Eingabealphabet (mit Z N> = ()

29 € Z der Start/Anfangszustand (max Einer)
§:Z x Y — Z die Ubergangsfunktion

E C Z die Menge der Endzustande

Abkiirzung: DFA (deterministic finite automaton)

Eine Sprache L 2 Y ist regulér, wenn es einen DFA
mit L(M) = L gibt ( bzw. wird von einem DFA
akzeptiert). Jede regulire Sprache ist rechtslinear.

die von einem DFA akzeptierte Sprache ist:
LM)=we€ Y."|6(z0,w) € E
Ein Wort w wird genau dann akzeptiert, wenn
derjenige Pfad, der im Anfangszustand beginnt und
dessen Ubergéinge mit den Zeichen von w markiert
sind, in einem Endzustand endet.

induktiv wie folgt, woebei Y C Z, w € 3." und
a€d :0Y,e) =Y, (Y, aw) = delta(lJd(z,a),w)

ist ein 5-Tupel M = (Z,>, 5,4, E) mit

7 ist eine endliche Menge von Zustanden
> ist das Eingabealphabet

S C Z die Menge der Startzustande
y : Z x>, = P2
Uberfiihrungs/Ubergangsfunktion

E C Z die Menge der Endzusténde

Menge der

e L ist reguldr (von DFA akzeptiert)

e L wird von einem NFA akzeptiert

e L ist rechtslinear (von Typ-3 Grammatik
erzeugt)

LM)=we " |6(S,w)NE #0
(Das Wort wird akzeptiert wenn es mindestens einen
Pfad vom Anfangs in den Endzustand gibt)




DEFINITION

Gegeben sei eine Klasse K und ein
n-stelliger Operator ® : K" — K.

SATZ

Wenn L C " eine regulare Sprache ist,

SATZ

Wenn L; und L, reguliare Sprachen
sind,

SATZ

Wenn L; und L, reguliare Sprachen
sind,

SATZ

Wenn L; und L, reguliare Sprachen
sind,

SATZ

Wenn L eine regulare Sprache ist,

SATZ

Wenn L eine regulare Sprache ist,

DEFINITION

Die Menge Reg(> ") der reguliren
Ausdriicke iiber dem Alphabet )

DEFINITION

Fiir einen regularen Ausdruck
a € Reg(Y") ist die Sprache L(a) C > "

SATZ

Fiir jedes Alphabet > ist die Menge
P(>_") = L|LSprache iiber >
iiberabzahlbar




Man sagt, eine Klasse K’ C K ist unter ®
dann ist auch >°"\ L regulir abgeschlossen, wenn fiir beliebige Elemente
ki, ko, ..., ky, € K’ gilt ®(k1, ko, ..., k‘n) e K’

dann ist auch Ly N Loy regular. dann ist auch Ly U Lo regular.

dann ist auch L™ regulir dann ist auch L Lo regulér

ist die kleinste Menge mit folgenden Eigenschaften:

o @€ Reg(3)), A € Reg(3), > C Reg(32)
e Wenn «, 5 € Reg(}>"), dann auch (a * 3), (o +

), (a”) € Reg(3)

dann ist auch L* regular.

induktiv definiert

1%} falls alpha =0
€ falls a = A
, d.h. es gibt keine bijek;cive Funktion a falls o =a €
FiN= PO LY=L uLe) falsa=(847)
L(B)L(y) falls a = (8 x7)
(L(B))" falls o = (5%)




Pumping Lemma

DEFINITION

Myhill—Nerode-Aquivalenz

DEFINITION SATZ
Fir eln*e .Sprache L und *eln Wort Satz von Myhill-Nerode
ey ist [z ={y € [zRry}
DEFINITION DEFINITION

Ein DFA M heif3t reduziert,

Sei M ein DFA. Zwei Zustande z,2' € Z
heiflen erkennungsaquivalent

DEFINITION DEFINITION
Sei M ein DFA. Dann ist Homomorphismus
M' = (Z=,3", [z, 0", E') mit p

SATZ SATZ

surjektiver Homomorphismus

Seien M; und M, reduzierte DFAs mit
L(M;) = L(M,). Sei M der Quotient von
M bzgl =




Fiir eine Sprache L C Z* definieren wir eine binére
Relation Ry, C >°" x Y wie folgt: Fiir alle
x,y € >." setze (x,y) € Ry, genau dann, wenn
Vz e S": (zy € L + yz € L) gilt. Wir schreiben
hierfiir auch zRpy.

Wenn L eine regulére Sprache ist, dann gibt es n < 1
derart, dass fiir alle x € L mit |z| > n gilt: es gibt Worter
u,v,w € Y.° mit:

1. z=uwvw
2. Juv] <n
3 v >1

4. wolw € L fir alle i > 0

Lemma spricht nicht {iber Automaten, sondern nur iiber die
Eigenschaften der Sprache. Es ist geeignet, Aussagen lber
Nicht-Regularitéat zu machen. Dabei ist es aber nur eine
notwendige Bedingung. Es kann nicht genutzt werden, um die
Regularitiat einer Sprache L zu zeigen.

Sei L eine Sprache. L ist regulir « index(RL) < oo
(d.h. nur wenn die Myhill-Nerode-Aquivalenz
endliche Klassen hat)

die Aquivalenzklasse von x. Ist L klar, so schreiben
wir einfacher [z].

(in Zeichen z = 2’) wenn fiir jedes Wort w € >_" gilt:
6(z,w) € E+6(7,w) e E

wenn es fiir jeden Zustand z € Z ein Wort z, € "
gibt mit 6(l,z,) = z

Seien M; DFAs (fir s € {1,2}) und f: Z; — Z5 eine
Funktion. Dann ist f ein Homomorphismus von M,
auf My, falls gilt:

flli) =12

flo1(z,a)) = o2(f(2),a) fir alle z € Z; und
acd

z € By < f(z) € Es fir alle z € Z; (bildet
Endzusténde aufeinander ab)

e o'([z],a) =[o(z,a)] fiir z€ Zund a € > und
o B'={[z]lz€ E}
der Quotient von M bzgl =

M hat wenigstens so viele Zustdnde wie M H

Hat M genauso viele Zustinde wie M7, so sind M>
und M/ bis auf Umbennenung der Zustinde iden-
tisch (sie sind Isomorph)

Folgerung: Seien M; und M2 reduzierte DFAs mit
L(My) = L(M2). Seien M{ und M3 die Quotienten bzgl
=. Dann sind M; und M} isomorph, d.h. fiir jede
reguldre Sprache gibt es (bis auf Umbenennung der
Zustande) genau einen minimalen DFA
Um den minimalen DFA zu erhalten bildet man den
Quotienten eines beliebigen zur Sprache passenden DFA.

Seien M; reduzierte DFAs mit L(M;) = L(Ms). Sei
weiter M} der Quotient von My bzgl =. Dann
existiert ein surjektiver Homomorphismus von M; auf

M,
e die Abbildung f ist surjektiv (auf Ms). Und
damit ist My < M,
e die Abbildung f ist ein Homomorphismus




SATZ

Markierungsalgorithmus

Algorithmus Minimalautomat

SATZ

Wortprobl
Minimierungsalgorithmus ortprobiem
Leerheitsproblem Endlichkeitsproblem
Schnittproblem Inklusionsproblem

Aquivalenzproblern

Kontextfreie Sprachen




Eingabe: reduzierter DFA M
Ausgabe: Menge der Paare erkennungsiquivalenter
Zustande

1. Stelle eine Tabelle aller ungeordneten Zustandspaare
{z,2'} mit z # 2’ auf

2. Markiere alle Paare {z,2'} mit z € Eund 2’ ¢ E

3. Markiere ein beliebiges unmarkiertes Paar {z,z'},
fiir das es ein a € ) gibt, sodass {o(z,a),0(z",a)}
bereits markiert ist (falls moglich)

4. Wiederhole den vorherigen Schritt, bis sich keine
Anderung in der Tabelle mehr ergibt

Fir einen reduzierten DFA M wird ein Paar 2,2’ C Z
mit z # 2z’ genau dann durch den
Markierungsalgorithmus markiert werden, wenn

z2#£ 2

Gilt w € L fiir eine gegebene regulire Sprache L und
we "7
Eingabe: DFA M und w € }_*
Verfahren: Verfolge die Zustandsiibergénge von M,
die durch die Symbole ay, ..., a,, vorgegeben sind.

Fiir einen gegebenen reduzierten DFA M markiert
der Minimierungsalgorithmus ein
{2,2/}(2,7 € Z,z # 2') genau dann, wenn z # 2’

Ist eine gegebene regulare Sprache L endlich?
Eingabe: NFA M
Verfahren: Sei G = (Z, —) wieder der gerichtete
Graph mit z — 2z’ <> Ja € )" : 2/ € 0(2,a). Dann gilt
L(M) ist genau dann unendlich, wenn es z € Z, 2, € S
und z; € E gibt mit zg —* z -7 z —=* 2;. D.h. z
liegt auf einem Zyklus, ist von einem Startzustand
aus erreichbar und von z kann ein Endzustand
erreicht werden. Dies kann wieder mit dem
Algorithmus von Dijkstra entschieden werden.

Gilt L = @ fiir eine gegebene regulire Sprache L?
Eingabe: NFA M
Verfahren: Sei G = (Z, —) der gerichtete Graph mit
z—2 < 3Jaed 2 €0(za). Dann gilt L(M) # @
genau dann, wenn es in dem Graphen G einen Pfad
von einem Knoten aus S zu einem Knoten aus E gibt.
Dies kann zB mit dem Algorithmus von Dijkstra
entschieden werden.

Gilt L1 C Lo fiir gegebene regulére L1, Lo?
Eingabe: NFAs M; und Ms
Verfahren: Aus M; und M3 kann ein NFA M mit
L(M) = L(Ms) N L(M;) konstruieren. Es gilt
L(M,) C L(M3) genau dann, wenn L(M) = @.

Gilt L1 N Ly = @ fiir gegebene regulare Ly, Lo?
Eingabe: NFAs M; und Ms

Verfahren: Konstruiere aus M; und My einen NFA M

mit L(M) = L(My) N L(M;). Teste ob L(M) = @

bei Kontext-freien Grammatiken haben alle
Produktionen die Form A — w mit A € V und
we (VU™

Gilt Ly = Lo fiir gegebene regulére L1, Lo?
Eingabe: NFAs M7 und M,

Verfahren 1: es gilt L(M;) = L(Ms) genau dann,
wenn L(M;) C L(Ms3) und L(Ms3) C L(My).
Verfahren 2: bestimme zu M;(i € {1,2}) den
dquivalenten minimalen DFA N;. Dann gilt

L(M;) = L(Ms) genau dann, wenn N7 und Ny
isomorph sind (d.h. sie kénnen durch Umbennenung
der Zustinde ineinander iiberfithrt werden).




DEFINITION DEFINITION
Ableitungsbaum (Sei G eine
kontext-freie Grammatik und Linksableitung
XeVu)))
DEFINITION DEFINITION

kontextfreie Grammatik

Chomsky Normalform

SATZ

Zu jeder kontextfreien Grammatik gibt
es eine Grammatik G’ in Chomsky
Normalform mit

Der Cocke-Younger-Kasami- oder
CYK-Algorithmus

DEFINITION DEFINITION
Ein Kellerautomat Ein Konfiguration eines PDA
DEFINITION DEFINITION

Seien v € I'*, Ay By, ..., By e T,w,w' € Y *
und 2,2’ € Z. Dann gilt
(z,w,Ay) = (¢',v', By...Bg,) genau dann,
wenn

Sei M ein PDA. Dann ist die von M
akzeptierte Sprache:




Eine Ableitung heifit Linksableitung wenn in jedem
Schritt das am weitesten links stehende
Nichtterminal ersetzt wird.

X-Ableitungsbaum ist gerichteter, geordneter Baum T mit Wurzel,
dessen Knoten mit Elementen von V U > U{e} beschriftet sind:

e die Wurzel mit X beschriftet ist
e Knoten v mit a € > U{e} beschriftet = v ist ein Blatt
e Knoten v mit A € V beschriftet und kein Blatt =

— Produktion A — X7...X, mit X;..X, € UV (r >
1) sodass Nachfolgerknoten von v mit X1, Xa, ..., X,
— Produktion A — € und v genau einen Nachfolger e

e Blattwort «(T'), durch Beschriftungen der Bldtter von links
nach rechts betrachtet

e X-Ableitungsbaum vollstdndig, wenn Blatter mit Elementen
von Y U{e} beschriftet

Eine kontextfreie Grammatik g ist in Chomsky
Normalform, falls

e alle Produktionen von G die Form A — AB oder
A — a haben

e oder alle Produktionen von G die Form A — BC
oder A — a oder S — € haben und S nie auf der
rechten Seite einer Produktion vorkommt.

Eine Kontextfreie Grammatik G heifit mehrdeutig,
wenn es zwei verschiedene vollstandige
Ableitungsbdume T und 7" gibt mit «(T) = a(T").
Sonst heiffit G eindeutig, d.h. G ist eindeutig wenn
jedes Wort w € L(G) genau eine Ableitung besitzt.
FEine Kontextfreie Sprache heifit inharent mehrdeutig,
wenn jede kontextfreie Grammatik mit L = L(G)
mehrdeutig ist

Sei G kontextfreie Grammatik. Gesucht ist ein
Algorithmus mit dessen Hilfe wir entscheiden kénnen,
ob ein gegebenes Wort zu L(G) gehort.

ist ein Tripel k € Z x )" xI'*

e z € Z ist der aktuelle Zustand

e w € ) ist der noch zu lesende Teil der Eingabe

e v € I'" ist der aktuelle Kellerinhalt. Dabei steht
das oberste Kellerzeichen ganz links

Ubergénge zwischen Konfigurationen ergeben sich
aus der Uberfiihrungsfunktion &

M ist ein 6-Tupel M = (Z,>, T, 29, d, #), wobei

7 die endliche Menge der Zusténde

>~ das Eingabealphabet

T" das Kelleralphabet

zo € Z der Startzustand

d ¢+ Z x (O Wep) xT' — PZ xTI¥) die
Uberfiihrungsfunktion

L(M)={x € "|es gibt z €
Zmit(zo, z, #)[...]*(z,¢,€)}

es a € Y U{e} gibt mit w = aw’ und
(¢/,By...By) € 6(z,a, A)




DEFINITION

Sei M ein PDA. Dann ist die von M
akzeptierte Sprache

DEFINITION

eine kontextfreie Grammatik G ist in
Greibach Normalform

SATZ

aus einer kontextfreien Grammatik G
kann eine kontextfreie Grammatik G’
in Greibach Normalform berechnet
werden mit

SATZ

Sei L eine Sprache. Dann sind
aquivalent

DEFINITION

PDAs mit Endzustanden

DEFINITION

Sei M ein PDAE. Die von M
akzeptierte Sprache ist

DEFINITION

ein deterministischer Kellerautomat
oder DPDA ist ein PDAE M,

DEFINITION

eine Sprache L ist deterministisch
kontextfrei,

SATZ

Ist L C Y " deterministisch kontextfrei,

SATZ

Wie wird aus einem DPDA M ein
DPDA M’ berechnet?




falls alle Produktionen aus P folgende Form haben:
A — aB1Bsy...Bg, mit k € N, A By, ..., B € V und
a € Y Die Greibach Normalform garantiert, dass bei
jedem Ableitungsschritt genau ein Alphabetsymbol
entsteht.

L(M)={x¢c Z* | es gibt z € Z mit (2o, x, #) H*
(z,6,6)}

L ist kontextfrei

e es gibt einen PDA M mit L(M) =L

e es gibt einen PDA M mit nur einem Zustand und
L(M) = L. Gilt € ¢ L, so sind diese Aussagen
aquivalent zu

e es gibt einen PDA M mit nur einem Zustand und

ohne eine e-Transitionen, so dass L(M) = L gilt

L(G@) = L(G) {e}.

Jede kontextfreie Sprache L ist Sprache eines PDA M
mit nur einem Zustand. Gilt € € L, so werden keine
e-Transitionen benotigt
Ist M ein PDA, so ist L(M) kontextfrei

L(M)={we Y "|esgibt e € Fund v €
I* mit (¢, w,#) F* (e,€,7)}

Ein Kellerautomat mit Endzustidnden oder PDAE ist
ein 7-Tupel M, wobei (Z,>", T, 1,0, #) ein PDa und
E C Z eine Menge von Endzustidnden ist

wenn es einen deterministischen Kellerautomaten M
gibt mit L(M) =L

so dass fir alle z € Z,a € >, A €T gilt:
|0(2,a, A)| + |0(z, €, A)] < 1.

aus einem DPDA M kann ein DPDA M’ berechnet
werden mit L/M’' = >>"\L(M)

so auch Y "\ L




DEFINITION

das Lemma von Ogden (William
Ogden)

DEFINITION

Wortproblem fiir eine kontextfreie
Sprache L

DEFINITION

Uniformes Wortproblem fiir
kontextfreie Sprachen

DEFINITION

Leerheitsproblem fiir kontextfreie
Sprachen

DEFINITION

Endlichkeitsproblem fiir kontextfreie
Sprachen

DEFINITION

Intuitiver Berechenbarkeitsbegriff

DEFINITION

Ein Loop-Programm ist von der Form

DEFINITION

modifizierte Subtraktion =

DEFINITION

Loop Programm P, ohne Variable z;
mit i < k

DEFINITION

Wann ist f: N¥ — N loop-berechnbar?




Gegeben w € Y. Gilt w € L? Ist die kontextfreie
Sprache L durch eine kontextfreie Grammatik in
Chomsky-Normalform gegeben, so kann das
Wortproblem mit dem CYK-Algorithmus in Zeit
O(Jw|?) geldst werden. Ist L durch einen
deterministischen PDA gegeben, so kann das
Wortproblem fiir L sogar in Zeit O(n) gelést werden.

Wenn L eine kontextfreie Sprache ist, dann gibt es
n > 1 derart, dass fiir alle z € L, in denen n
Positionen markiert sind, gilt: es gibt Worter

u, v, w, T,y €Y mit

° z = wvwzy

e v oder x enthélt wenigstens eine der Markierun-
gen oder

o wvlwzly € L fiir alle i >0

Gegeben eine kontextfreie Grammatik
G=(V,>.,P,S). Gilt L(G) = @ Lésung: Sei
W={AeV|3we> " : A=} w} die Menge aller
produktiven Nichtterminale. Dann gilt
L(G) # @ <+ S € W. Berechnung von W:
Wo={AeV[FweY.)": (A —w)e P}

Gegeben kontextfreie Grammatik G und Wort
we Y " Gilt w e L(G)?
Losung:

e berechne kontextfreie Grammatik G’ in Chom-
sky Normalform mit L(G) = L(G")

e Wende CYK-Algorithmus auf die Frage w €
L(G') an

Eine Funktion f : N¥ — N ist intuitiv berechenbar,
wenn es einen Algorithmus gibt, der f berechnet, d.h.

e das Verfahren erhélt (ny,...,ni) als Eingabe,
e terminiert nach endlich vielen Schritten
e und gibt f(nq,...,nk) aus.

Gegeben eine kontextfreie Grammatik G. Ist L(G)
endlich? O.E. kénnen wir annehmen, dafl G in
Chomsky-Normalform ist. Wir definieren einen
Graphen (W, E) auf der Menge der produktiven

Nichtterminale mit folgender Kantenrelation:
E={(A,B)e WxW|3C e W :(A— BC) €
P oder (A — CB) € P} Beobachtung: (A,B) € E
gilt genau dann, wenn es einen vollstdndigen
A-Ableitungsbaum gibt, so dafl B ein Kind der
Wurzel beschriftet.

Die modifizierte Subtraktion + ist definiert durch
+:N2 - N: (m,n) = maz(0,m —n)

o 1, :=c,x; =xj+cx=x; +cmnmit c € {0,1}
und 7, j (Wertzuweisung) oder

e P; P, wobei P; und P, Loop-Programme sind
(sequentielle Komposition) oder

e loop x; do P end, wobei P ein Loop-Programm
ist und 7;.

Eine Funktion f:N*¥ — N (mit & > 0) heif}t
loop-berechenbar, falls es ein [ > k und ein
Loop-Programm P, in dem hochstens die Variablen
Ynq,..,ng € Nt f(ng,...,ng) =
Wll([[P]]l(’nl, ey Ny 0, ceey O))
Loop-Vermutung: Eine Funktion NF¥ — N mit & >0
ist genau dann intuitiv berechenbar, wenn sie
loop-berechenbar ist.

Fiir jedes Loop-Programm P, in dem keine Variable

r; mit ¢ > k vorkommt, definieren wir zunéchst eine

Funktion [[P]]) : N¥ — N¥ durch Induktion iiber den
Aufbau von P




DEFINITION

Seien k > 0,N*¥ — N und h : N¥+2,
Wie erhilt man f : N1 — N?

DEFINITION

Hilberts Vermutung (1926)

DEFINITION

Die primitiv rekursiven Funktionen
sind induktiv wie folgt definiert

DEFINITION

Seien f, g : Nf*! —+ N Funktionen
Wie geht g durch den beschrankten
Existenzquantor aus f hervor

DEFINITION

Ackermann Funktion

DEFINITION

Loop Programm P

SATZ

Ist die Ackermann Funktion ist
berechenbar

DEFINITION

Ein While Programm ist von der Form

DEFINITION

Seien r € N und D C N",
Was ist eine partielle Funktion?

DEFINITION

While Programm




Eine Funktion N¥ — N mit k& > 0 ist genau dann
intuitiv berechenbar, wenn sie primitiv rekursiv ist.

Die Funktion f : N**! — N mit
f(0,n2, .snpy2) = g(nz, ..., ng41) und
f(m + ].7 Nno,y ..oy nk+1) =
h(f(m,na,....,nk41), M, Na, ...,Nk41) ensteht aus g
und h mittels Rekursion.

Seien f, g : N¥*1 — N Funktionen mit

1 falls F <m: f(i,n>1)

m,n) =
9 ) 0 sonst

e fiir alle n € N*. Wir sagen, g geht durch den
beschriankten Existenzquantor aus f hervor.

e Alle konstanten Funktionen der Form k. : N® = N: () = ¢
(fiir ein festes ¢ € N) sind primitiv rekursiv.

e Alle Projektionen der Form 7riC :NF 5 N: (n1,...,nK) = n;
(mit 1 >4 > k) sind primitiv rekursiv.

e Die Nachfolgerfunktion s : N — N : n — n + 1 ist primitiv
rekursiv.

e Wenn f : N* — N und gi1,...,9x : N — N (mit
k,1 > 0) primitiv rekursiv sind, dann ist auch die Funktion
(g1, -y gr) : N' = N primitiv rekursiv (Substitution).

e Sind g : N* — N und h : N*t2 4 N primitiv rekursiv (mit
k > 0) und entsteht f : NFT1 & N aus g und h mittels
Rekursion, so ist auch f primitiv rekursiv (Rekursion).

Sei P Loop-Programm mit Variablen x1, xs, ..., T,
Fiir Anfangswerte (n;) seien (n}) die Werte der
Variablen bei Programmende.

fp:N—>N:n—>maa:{Z n Z n; < n}

1<i<l 1<i<l

Die Funktion ack : N> — N mit ack(z,y,) = ack,(y)
heifit Ackermann Funktion

o1, =cr;=zj+cx; =zr;—cmitc€ {0,1} und
i,7 > 1 (Wertzuweisung) oder

e P; P, wobei P, und P, bereits While Pro-
gramme sind (sequentielle Komposition) oder

e while z; £ 0 do P end, wobei P ein While Pro-
gramm ist und ¢ > 1.

Die Ackermann Funktion ist nicht berechenbar.
Beweis indirekt: Angenommen P wire
Loop-Programm, das ack berechnet. Nach
Beschrankungslemma existiert £ € N mit
fp(m) < acky(m), damit
acky (k) < fp(2k) < acky(2k) im Widerspruch zum
Monotonielemma.

wie bei Loop Programmen definieren wir zunéachst fir
jedes While Programm P in dem keine Variable z;
mit 4 > k vorkommt induktiv eine partielle

Abbildung [[P]]y : N¥ — NF. Hierfiir sei 7 € N¥

e [[z; = lk(n1,...,ng) = (m1,...,mg) genau dann, wenn
m; =cund m; =n; firl #1

o [[z; =xz; £]]x(n1,...,ng) = (M1, ..., my) genau dann, wenn
my =mnj £cund my =mng fir I #4

e [[P1; P2]]x(n) ist genau dann definiert, wenn m =
[[P1]]x(R) € N* und [[P2]]x (/) definiert sind. In diesem Falle
gilt [[P1; P2]]k () = [[P2]]lk ([[P1]]k (7)), sonst undefiniert.

Seien r € N und D C N". Eine Funktion f: D — N
heifit partielle Funktion von N” nach N. Wir
schreiben hierfiir f: N” — N.




DEFINITION DEFINITION
Ist eine partielle Funktion while v
P Godels Vermutung
Berechenbar?
DEFINITION DEFINITION

p-rekursive Funktion

Die Klasse der p-rekursiven Funktionen
ist rekursiv definiert

DEFINITION DEFINITION
Ein GoTo Programm GOTO Programm
DEFINITION DEFINITION
1P)]() Eine partielle Funktion f :Nf — N heif3t
k Goto berechenbar,
DEFINITION DEFINITION

Wann ist in einem GoTo Programm
(n,p) Fp (1, 1)

Eine Turingmaschine (TM)




Eine partielle Funktion N* — N ist gneau dann
intuitiv berechenbar, wenn sie p-rekursiv ist.

Eine partielle Funktion f : N¥ — N heiBt while
Berechenbar, falls es ein [ > k und ein While
Programm P, in dem hochstens die Variablen x4, ..., x;
vorkommen, gibt, sodass fir alle ny,...,n; € N gilt:

e f(ni,...,ni) definiert + [[P]];(n1,..., 7,0, ...,0)
definiert
e Falls  f(ni,..,ng)  definiert  ist, gilt

f(n1,...,nx) = 7L ([[P)i(n1, ..., ng, 0, ..., 0)).

e Alle konstanten Funktionen k, : N — N : () — m, alle
Projektionen 71',5C :NF 5 N: (n1,...,nk) — n; und die Nach-
folgerfunktion s : N - N: n — n + 1 sind p-rekursiv.

e Sind f:N* - Nund g1, ..., gx : N° — N p-rekursiv, so auch
F : N° — N mit F(n) = f(g91(n),..., gx(n)) (wobei F(n)
genau dann definiert ist, wenn g;(n) fir alle i definiert ist
und wenn f auf diesen Werten definiert ist).

e Jede partielle Funktion f , die durch Rekursion aus p-
rekursiven Funktionen entsteht, ist p-rekursiv.

e Ist f p-rekursiv, so auch pf.

Sei f : NF*1 — N eine partielle Funktion Dann ist
pf : N¥ — N definiert durch
:U’f(nlv "'7“16) = min{m|f(m7n17 "'1nk) =
0 und Vz < m: f(z,nq,...,n;) definiert }. Dabei ist
min & undefiniert. Wir sagen, dass die Funktion puf
aus f durch den p-Operator hervorgeht.

Sei P = Ajq; As;...; Ay ein Goto Programm, in dem
keine Variable x; mit ¢ > k vorkommt. Eine
Konfiguration von P ist ein (k 4 1)-Tupel
(n1,n2, ...;nk, p) € N¥ x {0,1,...,m}, wobei n; die
Belegung der Variablen x; und p den Wert des
Programmzahlers beschreibt.

ist eine endliche nichtleere Datei P = Aq; As;...; Ay,
von Anweisungen A; der folgenden Form:

o ¥, =c,x; =c;+c¢x; =x;—cmitc € {0,1} und
ij>1

e goto 1 mit 0 <! < m (unbedingter Sprung)

e if ; = 0 then l mit ¢« > 1 und 0 <! < m (bed-
ingter Sprung)

falls es ein [ > k und ein Goto Programm P, in dem
keine Variable z; mit ¢ > [ vorkommt, gibt, sodass fiir
alle n € NF gilt:

o f(n) definiert <> [[P]];(#,0, ...,0) definiert
o Falls f(n) definiert ist, gilt f(R) =
w1 ([[Pi(7,0, ..., 0))

[[P]]x(7) ist definiert, falls es n’ € N* gibt mit_
(n,1) F% (n/,0). In diesem Fall gilt [[P]]x(n) = n’'

ist ein 7-Tupel M = (Z,>_,®, 46, z,,0, E), wobei

>~ das Eingabealphabet

® mit & O Y und & N Z # 0 das Arbeits- oder
Bandalphabet,

zo € Z der Startzustand,

d + Zx® = (Z x ® x {L,N,R}) die
Uberfiihrungsfunktion

O € &/ das Leerzeichen oder Blank und

e £ C Z die Menge der Endzustande ist

Seien P = Aj; As;...; A ein GoTo Programm und
(n,p), (n',p') zwei Konfigurationen. Wir setzen
(n,p) Fp (n',p), falls p > 0 und eine der folgenden
Bedingungen gilt:

e Ap=(z;=c),nf=c,ny=mnfirl fiundp' =p+1

o A, =(z; =xz;+c),n, =nj+c,n;=n; fiirl Aiundp =
p+1

e Ay =(z;=z;—c),n,=n; —c,n;=mn; fiirl ~iundp’ =
p+1 B

e A, =(gotol),n’ =n und p’ =1

o A, = (ifx; = Othenl),n; = 0,n’ =n,p’ =1

o A, = (ifx; = Othenl),n; #0,n’ =a,p' =p+1




DEFINITION

Konfiguration einer Turingmaschine

DEFINITION

Haltekonfiguration einer TM

DEFINITION

Sei M = (Z,.,®,6, 2,1, E) eine TM
Wie ist die von M berechnete partielle
Funktion?

DEFINITION

Ist eine partielle Funktion berechenbar?

DEFINITION

Sei f:N* — N eine partielle Funktion.
Wie wird f Turing berechnebar?

DEFINITION

Mehrband Tunringmaschine

SATZ

Zu jeder Mehrband Turingmaschine M
gibt es

SATZ

Sei g:>" — >" eine
Turing-berechenbare partielle Funktion.
Wie wird g von TM M berechnet?

SATZ

Wann ist eine partielle Funktion Turing
berechenbar?

DEFINITION

Eine Sprache L C Y " heif3t
entscheidbar,




Sei M = (Z,5.,9,6,2,,0, F) eine TM und k eine
Konfiguration. Dann heifit k Haltekonfiguration falls
fiir alle Konfigurationen k' gilt: kb k' = k =K
(d.h. ist k = uzav, so gilt 6(z,a) = (z,a,N)). Die
Haltekonfiguration k ist akzeptierend, wenn
zusitzlich k € O*E Y )" O* gilt.

Eine Konfiguration einer Turingmaschine ist ein Wort
ke d*Zo™
Bedeutung: k = uzv

e u € ¢* ist Abschnitt des Bandes vor Kopfposi-
tion der bereits besucht wurde

e 2z € Z ost aktueller Zustand

e c ¢ ®T ist Abschnitt des Bandes ab Kopfpo-
sition, der Besicht wurde oder im Bereich des
Eingabewortes liegt.

Eine partielle Funktion f: Y>" — >_" heiit Turing
berechenbar, wenn es eine TM M gibt mti gy = f.

Sei M = (Z,>,9,6,2,,0, FE) eine TM. Die von M
berechnete partielle Funktion fa; : S2° — S°" erfiillt
fiir alle x,y € " : far(z) =y > 2. € E,4,5,€ N:
zoxO Fi; O'zeyll und Oizy[ ist
Haltekonfiguration.

¢ Eine Mehrband-Turingmaschine besitzt k(k > 1)
Béander mit k unabhéngigen Kopfen, aber nur
eine Steuereinheit.

e Aussehen der Ubergangsfunktion: 6 : Z x ®* —
(Z x ®F x {L, N, R}*) (ein Zustand, k Bandsym-
bole, k Bewegungen)

e Die Ein- und Ausgabe stehen jeweils auf dem
ersten Band. Zu Beginn und am Ende (in
einer akzeptierenden Haltekonfiguration) sind
die restlichen Bander leer.

Sei f : N*¥ — N eine partielle Funktion. Definiere eine
partielle Funktion F : {0,1,#}* — {0, 1, #}* durch
F(w) =

bin(f(nq,.. falls w = bin(ny)#bin(na)# . ..
undefiniert
Dann heifit f Turing berechenbar, wenn F Turing
berechenbar ist.
(Fir n € N sei bin(n) die Bindrdarstellung der Zahl

n)

.y ’I’Lk))
sonst

#bin(ny) und

Dann wird g von einer TM M berechnet, fiir die gilt:
Vz € ° Vk Haltekonfiguration:
zoxO Ry k= ke O*EY " O*.

eine Turingmaschine M’ die diesselbe Funktion 16st

e Simulation mittels Einband-Turingmaschine
durch Erweiterung des Alphabets: Wir fassen
die {ibereinanderliegenden Bandeintrage zu
einem Feld zusammen und markieren die
Kopfpositionen auf jedem Band durch .

e Alphabetsymbol der Form (a,*,b,0,c¢,%,...) €
(® x {x,0})*¥ bedeutet: 1. und 3. Kopf anwe-
send (* Kopf anwesend, ¢ Kopf nicht anwesend)

falls die charakteristische Funktion von L, d.h. die
Funktion xz : >.° — {0,1} mit
1 fallswel
0 fallsw¢lL
Sprache die nicht entscheidbar ist, heifit
unentscheidbar.

xr(w == berechenbar ist. Eine

Sind f:N* = Nund g1, ¢2,...,9r : Nl = N Turing
berechenbar, so auch die partielle Funktion

f(gl7g27"'7gk):Nl —+N




DEFINITION

das allgemeine Halteproblem ist die
Sprache

DEFINITION

das spezielle Halteproblem ist die
Sprache

SATZ

Ist das spezielle Halteproblem
entscheidbar?

DEFINITION

Seien A C >, B C ®*. Was ist die
Reduktion von A auf B

SATZ

Ist das allgemeine Halteproblem
entscheidbar?

SATZ

Ist das Halteproblem auf leerem Band
entscheidbar?

SATZ DEFINITION
. Eine Sprache L C " heif3t
Satz von Rice semi-entscheidbar, falls ...
SATZ SATZ

Ein Problem L C } " ist genau dann
entscheidbar, wenn

Sei L C >_" eine nichtleere Sprache.
Dann sind aquivalent




K = {w € Lrp| M, angesetzt auf w hilt}

H = {w#z|lw € Lyy,x €
{0,1}*, M,, angesetzt auf x hélt}

Eine Reduktion von A auf B ist eine totale und
berechenbare Funktion f: Y." — ®*, so dass fiir alle
we )" gilt: we A<« f(x) € B. A heifit auf B
reduzierbar (in Zeichen A < B), falls es eine
Reduktion von A auf B gibt.

Das spezielle Halteproblem ist unentscheidbar

Das Halteproblem auf leerem Band ist
unentscheidbar

Das allgemeine Halteproblem ist unentscheidbar

die ,,halbe” charakteristische Funktion von L, d.h.
die partielle Funktion X/ : 3% — {1} mit
falls w € L

1
xh = berechenbar ist.
undef. fallsw & L

Sei R die Klasse aller Turing-berechenbaren
Funktionen {0,1}* — {0,1}*, Q die nirgendwo
definierte Funktion und sei S C R mit Q € S und
# R. Dann ist die Sprache
C(S) ={w € Lru|dw € S} unentscheidbar.

L ist semi-entscheidbar

L wird von einer Turing-Maschine akzeptiert

L ist vom Typ 0 (d.h. von Grammatik erzeugt)

L ist Bild berechenbarer partiellen Funktion

DY *

e L ist Bild berechenbarer totalen Funktion » = —
Z*

e L ist rekursiv aufzdahlbar

e L ist Definitionsbereich einer berechenbaren par-
tiellen Funktion Y* — >°°

sowohl L als auch L = "\ L semi-entscheidbar sind.

1. w € L, dann existiert ¢t € N, so dass My nach
t Schritten terminiert. Wegen w ¢ L terminiert
M7 niemals.

2. w ¢ L, dann existiert t € N, so dass Mj nach
t Schritten terminiert. Wegen w ¢ L terminiert
M7, niemals.

Dieses letzte Argument heif3t mitunter
,,Schwalbenschwanz- Argument”




DEFINITION

Sei M eine Turing Maschine. Die von
M akzeptierte Sprache ist...

DEFINITION

Eine Sprache L C Y " heif3t rekursiv
aufzahlbar, falls ...

DEFINITION

Eine Turing Maschine U heiflt
universelle Turing Maschine, wenn ...

SATZ

Es gibt eine universelle Turing
Maschine...

SATZ

Ist das spezielle Halteproblem
semi-entscheidbar?

SATZ

Gibt es eine Grammatik, deren
Wortproblem unentscheidbar ist?

SATZ

ist das allgemeine Wortproblem
entscheidbar?

DEFINITION

Was ist ein Korrespondenzsysteme

SATZ

Ist PCP entscheidbar?

SATZ

Ist PCP semi-entscheidbar?




L ¢ @ oder es eine totale und berechenbare Funktion
f:N—= Y7 gibt mit
L={f(n)ln e N} ={f(0), f(1), f(2), ..}

L(M)={we
37 |es gibt akzept. Haltekonf. mit zow 3%, k}.

Beweis: eine Turing Maschine mit drei Bandern.

1. 1. Band: Kode w der simulierenden Turing Maschine M,,
2. 2. Band: aktueller Zustand der zu simulierenden TM M,,
3. 3. Band: augenblicklicher Bandinhalt der TM M,,

e Initialisierung: auf 1.Band w000x mit w € Lrjps. Kopiere x
auf 3.Band und 16sche 000x auf 1.; schreibe 010 auf 2.Band
e Simulation: stehen auf 2.Band 01°T'0 und auf 3. an Kopf-
position j, so suche auf 1.Band Anweisung (zi/,aj/,y) =

0(zi, a;) und schreibe 017 +10 auf 2.Band; ersetzte j an Kopf-
position auf 3.Band durch j’; bewege 3.Kopf entsprechend y
nah rechts, links oder aber auch nicht.

e Aufrdumen: bei Erreichen akzeptierender Haltekonfiguration
auf 3. Band

sie die folgende partielle Funktion berechnet.
{0,1}* — {0,1}*

falls y = w000z, w € Lppr,x € {0,1}*

undef. sonst

) {%(m)

e U hilt bei Eingabe w0002 genau dann, wenn M,
bei Eingabe x hélt

e U akzeptiert w000x genau dann, wenn M,, das
Wort x akzeptiert

es gibt eine Grammatik G, deren Wortproblem L(G)
unentscheidbar ist.
Folgerung: es gibt eine Typ-0 Sprache, die nicht vom
Typ 1 ist.

das spezielle Halteproblem
K = {w € Lyy|M,, angesetzt auf w hélt} ist
semi-entscheidbar.

1. Korrespondezsystem ist endliche Folge von
Paaren K = ((z1,11), (x2,92), .., (Tk, yx)) mit
Ti,Yi € Z+ furallel1 <: <k

2. Losung von K ist endliche Folge von Indizes
11,19, ooyl € {1,2,...,k} mit n > 1 und
Ti1Ti2---Tin = Yi1Yi2---Yin-

3. MPCP (,,modifiziertes PCP”) ist Menge der Ko-
rrespondezsysteme, die Losung mit i3 = 1 be-
sitzen

4. PCP Menge der Korrespondenzsysteme

das allgemeine Wortproblem
A = {(G,w)| G ist Grammatik mit w € L(G)} ist
unentscheidbar.

PCP ist semi-entscheidbar.

Emil Post, 1947: PCP ist unentscheidbar. (T. Neary
2015: 5 Paare reichen hierfir.)




SATZ

Ist das Regularitatsproblem fiir PDAs
semi-entscheidbar?

SATZ

Ost das Regularitatsproblem fiir
DPDAs entscheidbar?

SATZ

Ist das Schnittproblem fiir DPDAs
semi-entscheidbar?

DEFINITION

Church-Turing These

DEFINITION DEFINITION
Unentscheidbarkeit Intuitiver Effizienzbegriff
DEFINITION DEFINITION
Deterministische Zeitklassen REACH
DEFINITION SATZ

Euler-Kreise

Satz von Euler
(1707-1783, 1736)




Stearns 1967: Das Regularitatsproblem fiir DPDAs
Regpppa = {P|P DPDA mit L(P) regulér} ist
entscheidbar.

Das Regularitatsproblem fiir PDAs
Regppa = {P|P PDA mit L(P) reguléar} ist nicht
semi-entscheidbar.

Die Funktionen, die durch Turingmaschinen bzw.
While/Goto-Programme berechnet werden konnen,
sind genau die intuitiv berechenbaren Funktionen.

Das Schnittproblem fiir DPDAs Schnpppa =
{(P17P2)|P1,P2 DPDASs mit L(P1> N L(Pg) = @} ist
nicht semi-entscheidbar.

Das Wortproblem einer Sprache L ist effizient
entscheidbar, wenn es einen Algorithmus gibt, der die
Antwort auf die Frage ,,Gehort das Wort w zu L?”
mit geringen Ressourcen (Zeit, Speicherplatz)
bestimmt. ,,mit geringen Ressourcen” heifit hier, dafl
die benotigten Ressourcen nur moderat mit der
Eingabeldnge |w| wachsen.

Probleme, die nicht durch Turing-Maschinen gelGst
werden konnen, sind damit prinzipiell unlésbar (wenn
auch u.U. semi-entscheidbar). Beispiele:

e die verschiedenen Versionen des Halteproblems

e Posts Korrespondenzproblem

e das Schnitt- und verwandte Probleme iiber kon-
textfreie Sprachen

REACH ist die Menge der gerichteten Graphen mit
zwei ausgezeichneten Knoten s und t, in denen es
einen Pfad von s nach t gibt.

REACH ist in P. (Beweis: z.B. mit Dijkstras
Algorithmus)

Sei f: N — N eine monotone Funktion. Die Klasse
TIME(f) besteht aus allen Sprachen L, fiir die es
eine Turingmaschine M gibt mit:

e M berechnet die charakteristische Funktion von
L.

e Fiir jede Eingabe w € Y.° erreicht M von
der Startkonfiguration zow aus nach hochstens
f(Jw]) Rechenschritten eine akzeptierende Hal-
tekonfiguration (und gibt 0 oder 1 aus, je nach-
dem ob w ¢ L oder w € L gilt).

Ein Graph (V, E) enthélt einen Eulerkreis genau
dann, wenn er hochstens eine
Zusammenhangskomponente mit > 1 Knoten enthéalt
und jeder Knoten geraden Grad hat (d.h. jeder
Knoten hat eine gerade Anzahl von Nachbarn).
Folgerung: EC ist in P, denn die genannten
Bedingungen lassen sich in polynomieller Zeit priifen.
Die erweiterte Church-Turing These: P umfait die
Klasse der effizient 16sbaren Probleme.

EC ist die Menge der ungerichteten Graphen, die
einen Eulerkreis (d.h. einen Kreis, der jede Kante
genau einmal durchléuft) enthalten.




DEFINITION

Deterministische Platzklassen

DEFINITION

Definition PSPACE, EXPSPACE,
2EXPSPACE

DEFINITION

SAT

DEFINITION

Hamilton-Kreise HC

DEFINITION

3-Farbbarkeit 3C

DEFINITION

Sei M NTM. Die von M akzeptierte
Sprache ist

SATZ

Determinisierbarkeit von NTM

DEFINITION

Nichtdeterministische Zeitklassen

DEFINITION

NP, NPTIME, NEXPTIME, NTIME
in Reihenfolge bringen

DEFINITION

Nichtdeterministische Platzklassen




PSPACE = | J SPACE(f)
fE€Poly

EXPSPACE = | ] SPACE(2))
fEPoly

2EXPSPACE = | ) SPACE(2)...
fEPoly

Sei f: N — N eine monotone Funktion. Die Klasse
SPACE(f) besteht aus allen Sprachen L, fiir die es
eine Turingmaschine M gibt mit:

e M berechnet die charakteristische Funktion von
L.

e Fiir jede Eingabe w € Y.° hat jede von der
Startkonfiguration zqw aus erreichbare Konfig-
uration hochstens die Lange f(|w|).

ist die Menge der ungerichteten Graphen, die einen
Hamiltonkreis (d.h. einen Kreis, der jeden Knoten
genau einmal besucht) enthalten.

ist die Menge der erfiillbaren aussagenlogischen
Formeln.

Beobachtung: SAT 2 PSPACE

LM)={we
3% | es gibt akzept. Haltekonf. k mit 2ow %, k}.

3C ist die Menge der ungerichteten Graphen, deren

Knoten sich mit drei Farben farben lassen, so daf

benachbarte Knoten unterschiedliche Farben haben.
Beobachtung: 3C € PSPACFE

Sei f : N — N eine monotone Funktion. Die Klasse
NTIME(f) besteht aus allen Sprachen L, fir die es
eine nichtdeterministische Turingmaschine M gibt
mit:

e M akzeptiert L.
e Fiir jede Eingabe w € >." hilt M auf jeden Fall
nach f(Jwl|) vielen Schritten.

Za jeder nichtdeterministischen Turingmaschine gibt
es eine Turingmaschine, die dieselbe Sprache
akzeptiert.

Sei f : N — N eine monotone Funktion. Die Klasse
NSPACE(f) besteht aus allen Sprachen L, fir die es
eine nichtdeterministische Turingmaschine M gibt
mit:

e M akzeptiert L.
e Fiir jede Eingabe w € Y." folgt |k| < f(|w|) aus
w3, k

o NP =U,cpy, NTIME(f)
o NEXPTIME =J;cpy, NTIME(2Y)
o ANEXPTIME = J;cpyy, NTIME(2Y)...

Lemma: NP C PSPACE,NEXPTIME C
EXPSPACE2NEXPTIME C2EXPSPACE...




SATZ SATZ
Satz von Kuroda (1964) Satz von Savitch (1970)
DEFINITION SATZ
NP-Vollstandigkeit SAT Vollstandigkeit
DEFINITION SATZ
3-SAT 3-SAT vollstandigkeit
SATZ SATZ

SAT und 3-SAT vollstandigkeit

ist eine Formel ¢ in KNF mit hochstens
zwei Literalen pro Klausel erfiillbar?

SATZ

Erfiillbarkeitsprobleme vollstandigkeit

DEFINITION

kC




Fiir jede super-lineare monotone Funktion f: N — N
gilt NSPACE(f(n)) C SPACE((f(n))?).
Damit haben wir die folgende Struktur der

Komplexitatsklassen:
1. P
2. NP
3. PSPACE = NPSPACE
4. EXPTIME
5. NEXPTIME
6. EXPSPACE = NEXPSPACE

Sei L eine Sprache. Dann sind dquivalent

1. L ist kontextsensitiv (d.h. vom Typ 1)
2. Le NSPACE(n)

Stephen Cook & Leonid Levin: SAT ist
NP-vollstandig.

Eine Sprache B ist NP-hart, falls fiir alle A € NP
gilt: A <p B (A ist mindestens so schwer wie jedes
Problem in NP). Eine Sprache ist NP-vollstandig,
falls sie zu NP gehort und NP-hart ist.

Das Problem 3-SAT ist NP-vollstandig.

3-SAT ist die Menge der erfiillbaren
aussagenlogischen Formeln in konjunktiver
Normalform mit héchstens drei Literalen pro Klausel.

Es ist in Polynomialzeit entscheidbar, ob eine Formel
¢ in KNF mit hochstens zwei Literalen pro Klausel
erfillbar ist. Beweisidee: konstruieren gerichteten
Graphen G:

e Fiir jede atomare Formel z aus ¢ gibt es die
Knoten x und —z.

e Fiir jede Klausel oV 3 in ¢ gibt es Kanten ~ o —
B und ~ B — «a, wobei ~x = —x und ~ ~x =z
gelte.

Die Probleme SAT und 3-SAT sind NP-vollstandig.

kC ist die Menge der ungerichteten Graphen, die sich
mit k Farben farben lassen.
Ein Graph ist genau dann 2-farbbar, wenn er bipartit
ist. Das Problem 2C ist also in P.

e Die Erfillbarkeitsprobleme SAT und 3-SAT sind
NP-vollstandig.
e Das FErfiillbarkeitsproblem 2-SAT ist in P.




SATZ

3C vollstandigkeit

DHC - Gerichteter Hamiltonkreis

DEFINITION

DHC

SATZ

DHYV vollstandigkeit

HC - Ungerichteter Hamiltonkreis
Eingabe & Frage

DEFINITION

HC

SATZ

HC vollstandigkeit

TSP - Travelling Salesman

SATZ

Das Problem TSP

Church-Turing These




e EINGABE: ein gerichteter Graph G = (V, E)
mit Knotenmenge V' und Kantenmenge E D
VxV.

e FRAGE: Besitzt der Graph G einen Hamil-
tonkreis, d.h. kann man den Graphen so durch-
laufen, dass jeder Knoten genau einmal besucht
wird?

Das Problem 3C ist NP-vollstandig.

Das Problem DHC ist NP-vollstandig.

DHC ist die Menge der gerichteten Graphen, die
einen Hamiltonkreis enthalten.

ist die Menge der ungerichteten Graphen, die einen
Hamiltonkreis enthalten.

e EINGABE: ein ungerichteter Graph G = (V, E)
mit Knotenmenge V' und Kantenmenge E D
(5) = {X CV||X|=2}.

e FRAGE: Besitzt der Graph G einen Hamil-
tonkreis, d.h. kann man den Graphen so durch-
laufen, dass jeder Knoten genau einmal besucht
wird?

e EINGABE: eine n x n-Matrix M = (M; ;) von
Entfernungen zwischen n Stadten und eine Zahl
d.

e FRAGE: Gibt es eine Tour durch alle Stadte, die
maximal die Lange d hat? Das heifit, gibt es eine
Indexfolge i1, ..., iy, so dass gilt:

o {i1,...,im} ={1,...,n} (jede Stadt kommt vor)

(] Mil,ig +Mi2,i3 + ... +Mim_1,im +Mim,i1 S d (dle
Lénge Tour ist hochstens d)

das Problem HC ist NP-vollstandig.

Die Church-Turing These besagt, dass die
Funktionen, die durch Turingmaschinen bzw.
While-/Goto-Programme berechnet werden konnen,
genau die intuitiv berechenbaren Funktionen sind.

ist NP-vollstandig.

e Beweis: TSP € NP, da Indexfolge geraten und
in polynomieller Zeit tiberpriift, ob sie die Bedin-
gungen erfiillt

e Fir NP-Harte zeige HC' <p TSP: Sei G =
(V,E) ein ungerichteter Graph, o.E. V =
{1,...,n}. Konstruiere dazu folgende Matrix:

1 falls {i,j} € F
Mij =
2 falls ¢ F




Unentscheidbarkeit

Erweiterte Church-Turing These

Turing Maschinen fiir NP und dariiber




Die erweiterte Church-Turing These besagt, dass die
Funktionen, die durch Turingmaschine bzw.
While- /Goto-Programme in Polynomialzeit berechnet
werden konnen, genau die intuitiv und effizient
berechenbaren Funktionen sind.

Probleme, die nicht durch Turing-Maschinen gelGst
werden konnen, sind damit prinzipiell unlgsbar (wenn
auch u.U. semi-entscheidbar).

Probleme, die durch Turing-Maschinen nicht in
Polynomialzeit gelost werden konnen, sind damit
prinzipiell nicht effizient 16sbar.




