|

Grundbegriffe

Wort

-t

Prafix

Sprache

wenn es z € Y. gibt mit yz =

w
Infix/Faktor
wenn es ¥,z € Y. gibt mit zyz = w
Suffix
wenn es x € Y. gibt mit zy = w

I

Chomsky Hierachie

Grammatik

Typ 0: Allgemein
jede Grammatik ist vom Typ 0

Typ 1: Kontextsensitiv

und ein Nichtterminal A € V
gibt mit | = vAw und r = wvw

| | wenn es Worter u,v,w € (VU )* |v] >0

Typ 2: Kontextfrei
wenn! € Vundr € (V U D))" gilt

Typ 3: Regular
wenn ! € Vundr € >V Uegilt

Symbole

Nicht-Terminale, Grofbuch-
staben, Elemente aus V

Terminale, Kleinbuch-
staben, Elemente aus )

[

4-Tupel G = (V,>., P, S)

V ist eine endliche Menge von
Nicht-Terminalen oder Variablen

> ist Alphabet (Menge der Terminale)

[

Kleene Abschluss Lx = J,,5 L"

intuitiv (loop) berechenbar

w rekurisv }/{while berechnenbar

P ist eine endliche Menge von
Regeln oder Produktionen

L1 S € V ist das Startsymbol oder das Axiom

I

Definition

—  uf : N¥ = N definiert durch

L /’(‘f(nla"'vnk) =
min{m/|f(m,n1,...,n;) = 0 und
Ve < m

flzyny,...,ng) definiert }.

‘ goto berechnenbar

—

Definition

- z; —cmit ¢ € {0,1} und

— wobei P ein While Pro-

endliche nichtleere File
:. 15 A925...5 Apyp VOIL
Anweisungen A; der Form

T = CGx; = T+ Cxp =

Turing berechenbar

= Berechnung

Eingabe x ist

Ty =C%; =%j+CT; =T; —C

i,j > 1 (Wertzuweisung) oder

Py; P, wobei P; und P bereits
While Programme sind oder

mit ¢ € {0,1} und 4,5 > 1

anfénglicher Bandinhalt

Ausgabe f(x) ist Bandinhalt
— (ohne Blanks am Rand)beim

while z; # 0 do P end,

gramm ist und ¢ > 1.

gotolmit0 < I < m
(unbedingter Sprung)

Erreichen eines Endzustands

Hilt die TM fiir die gegebene

Godel Vermutung

if z; = 0 then 1 mit 4 > 1 und

0 <1 < m (bedingter Sprung)

—  Eingabe nicht an, ist f(x)
an dieser Stelle undefiniert.

H Church-Turing-These

Alle im intuitiven Sinne
erechenbaren Funktionen
konnen mit Turingma-

schinen berechnet werden.




endliche Automa-
ten (Maschinen)

DFA M

Rechtslineare Sprachen

Regulére Ausdriicke }

Definition

von_einem DFA ak-
zeptierte Sprache ist:

L(M) = we Y |6(z0,w) € E

Eine Sprache L 2 Y°
ist reguldr, wenn es einen
DFA mit L(M) = L gibt

NFA M

L Jede von einem NFA akzep-
tierte Sprache ist reguldr

Satz

Wenn L; und Ly regulére
Sprachen sind, dann ist auch

b

{ Nicht-Regulére Sprachen ﬁ

Entscheidbarkeit

Pumping Lemma

Ausdriicke iiber dem Alpha-
bet Y ist die kleinste Menge
mit folgenden Eigenschaften:

Die Menge Reg(>") der reguliren

o € Reg(Y),\ €
Reg(>2),>° € Reg(3))

(ax B), (a4 ), (a") € Reg(}.)

| | Wenn o, 3 € Reg(}"), dann auch

—  fiir « % 8 schreibt man oft a8

Wortproblem

L sei regulédre Sprache, dann
gibt es n < 1 derart, dass fiir
alle x € L mit |z] > n gilt: es
gibt Worter u, v, w € >.° mit

Gilt w € L fiir eine gegebene
reguliire Sprache L und w € >.*?

Leerheitsproblem

H oz = ww, lw| < n, vl > 1

Gilt L = @ fiir eine gege-
bene regulére Sprache L7

— wlw € Lfirallei > 0

Endlichkeitsproblem

geeignet um Aussagen {iber
Nicht-Regularitdt zu machen

L fiir a + S schreibt man auch «|8

Myhill-Nerode Aquivalenz

- L, U Ly regulér

Fiir einen reguldren Ausdruck
a € Reg(})) ist die Sprache
L(a) C Y7 induktiv definiert

— L1 N Ly regulér

zu jedem regulidren Aus-

. L1 Lo reguldr

druck v gibt es einen NFA
M mit L(vy) = L(M)

zu jedem DFA M gibt es

— LT /L3 reguliir

Jede reguldre Spra-
che ist rechtslinear

einen reguliren Ausdruck
v mit L(M) — L()

Ist eine gegebene re-
guldre Sprache L endlich?

Schnittproblem

— biniire Relation Ry, € >." x >°*

Gilt Ly N Ly = & fiir ge-
gebene reguldre L1, Lo?

Va,y € >." setze (x,y) € Rr

—  genau dann, wenn Vz € >." :

(ry € L +» yz € L) gilt. xRy

Inklusionsproblem

Fiir Sprache L und Wort x € >_*

— st [z]r = {y € Y7 |#Rry}

die Aquivalenzklasse von x

Gilt L; C Lo fiir ge-
gebene regulére L1, Lo?

Aquivalenzproblem

Satz: L ist regulér
< index(Rp) < o0

Gilt L; = Lo fiir ge-
gebene regulire Ly, Lo?




deterministischer endlicher Automat M

5-Tupel M = (Z,>", 20,0, E)

Z eine endliche Menge von Zustdnden

> das Eingabealphabet (mit Z N> = ()
29 € Z der Startzustand

d: Z x> — Z die Ubergangsfunktion

E C Z die Menge der Endzustéande

kurz: DFA (deterministic finite automaton)

Turingmaschine
Definition: Eine Turingmaschine (TM) ist ein 7-Tupel

M=(2>,9,02,0,E)

, wobei

e > das Eingabealphabet

e & mit ® D> und ®NZ #0 das Arbeits- oder Ban-
dalphabet,

® 2y € Z der Startzustand,

') Z x® — (Z x ® x {L,N,R})
Uberfiihrungsfunktion

e [Je &/ das Leerzeichen oder Blank und

e F C Z die Menge der Endzusténde ist

Linksableitung

Eine Ableitung S = wg = w; = ... = w, = w € Y.
heifit Linksableitung, wenn in jedem Schritt das am wei-
testen links stehende Nichtterminal ersetzt wird (Analog
Rechtsableitung).

CYK-Algorithmus
Gehort ein gegebenes Wort zu L(G)?

die

ai a2 an—-1 an
j=1 Vi1 Vo Ve | Vit
j=2 Vi Voo Vi-12
Jj=n—=1|Vig1| Vapa
j=n Vl,n

Von oben nach unten, von links unten nach rechts oben

Kellerautomaten

Um ein Automatenmodell fiir Kontextfreie Sprachen zu er-
halten fithrt man einen Keller-(Pushdown)-Speicher ein, auf
dem sich eine beliebig lange Sequenz von Zeichen befinden

darf. Beim Einlesen eines neuen Zeichens wird das obers-
te Zeichen des Kellers gelesen und durch eine (evtl. leere)

Sequenz von Zeichen ersetzt. An anderen Stellen kann der
Keller nicht gelesen/geéndert werden

die Greibach-Normalform

Eine kontextfreie Grammatik G ist in Greibach Normal-
form falls alle Produktionen aus P folgende Form haben:

A — aB1By..Bg, mit k e NJA By,...,Bp eV unda € ).
Die Greibach Normalform garantiert, dass bei jedem Ablei-
tungsschritt genau ein Alphabetsymbol entsteht.

das Lemma von Ogden (William Ogden)

Wenn L eine kontextfreie Sprache ist, dann gibt es n > 1
derart, dass fiir alle z € L, in denen n Positionen markiert

sind, gilt: es gibt Worter u, v, w,z,y € " mit

1. z = wvwazy

2. v oder x enthélt wenigstens eine der Markierungen
oder

3. w'wz'y € L fur allei > 0

Halteproblem

allgemein: Das Halteproblem ist die Menge aller Paare
(M, z),wobei M eine TM ist und = € {0,1}*, sodass M
bei Eingabe von x halt.

Reduktion

Seien A C Z*,B C ®*. Eine Reduktion von A auf B ist
eine totale und berechenbare Funktion f : >.° — ®*, so
dass fiir alle w € >_" gilt: w € A > f(z) € B. A heifit auf
B reduzierbar (in Zeichen A < B), falls es eine Reduktion
von A auf B gibt.

Satz von Rice

Sei R die Klasse aller Turing-berechenbaren Funktionen
{0,1}* — {0,1}*, © die nirgendwo definierte Funktion und
sei § € R mit Q € S und # R. Dann ist die Sprache
C(S) = {w € Lrpy|py € S} unentscheidbar.

Semi Entscheidbarkeit

Auch wenn das Halteproblem bei leerer Eingabe Hy unent-
scheidbar ist, so kann doch nach endlicher Zeit festgestellt
werden, daf} die Maschine M,, bei leerer Eingabe anhélt -
Hy ist also ”halb-oder 8emi-entscheidbar”.

Eine Sprache L C " heifit semi-entscheidbar, falls
die "halbe”charakteristische Funktion von L, d.h. die
partielle Funktion X7 o= {1} mit 2 =

1 fallswel .
{undef. falls w ¢ L berechenbar ist.

Universelle Turing Maschine

eine Turing-Maschine, die jede Turing-Maschine simulieren
kann, wenn deren Kodierung gegeben ist. Buchstaben des
Bandalphabets als Worter tiber {0, 1,2} mit O = 2 kodiert.
Ab jetzt nehmen wir an, dafl wir immer dieses Bandalpha-

bet haben.
Eine Turing Maschine U heifit universelle Turing Maschi-

ne, wenn sie die folgende partielle Funktion berechnet.

{0,1}* — {0,1}*
y - {Sui®)

Totale berechenbare Funktionen

Gesucht ist C C TOT C Lpyy, so dass {¢p,|lw € C} =
{¢dw|w € TOT} die Menge der totalen berechenbaren Funk-
tionen ist.

falls y = w000z, w € Ly, € {0,1}*
sonst

o T'OT ist nicht einmal semi-entscheidbar . .
e indirekt nehmen wir an, dass C semi-entscheidbar ist

e dann existiert eine totale berechenbare Funktion f :
{0,1}* — {0,1}* mit Bild C
e neue Funktion g : {0,1}* — {0, 1} : w = 1o (w)
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